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Prologo 


Esta obra esta basada en los cursos de algebra superior que los autores 
han impartido en la Facultad de Ciencias de la UNAM y en otros centros 
educativos. Puede usarse como texto en los cursos de algebra de los primeros 
semestres de facultades, escuelas profesionales e institutos tecnologicos. 

Algunos de los capitulos aparecieron publicados previamente en la mono- 
grafia Temas de algebra * y otros como notas de clase. 

El texto se ha elaborado de manera que pueda servir como: 

• Un estudio de las estructuras numericas basicas: numeros naturales, 
enteros, racionales, reales y complejos (capitulos 6, 8 y 9). 

• Una introduccion al algebra lineal: espacios vectoriales, matrices,, 
determinantes y sistemas de ecuaciones lineales (capitulos 3, 4 y 5). 

• Una introduccion a la teoria de los numeros: numeros enteros y divi- 
sibilidad (capitulos 6 y 7). 

• Un curso de teoria de las ecuaciones: los numeros complejos, polino- 
mios y ecuaciones (capitulos 9 y 10). 

La interdependencia de los capitulos se muestra en el diagrama que 
aparece en la pagina siguiente. 

El capitulo 1, de caracter introductorio, se incluye tanto para unifor- 
mar el lenguaje como para recordar algunos conceptos muchas veces ya bien 
conocidos del alumno que ingresa al primer ano de estudios superiores. Para 
muchos estudiantes no sera necesaria su lectura. 

El capitulo 2 es independiente de los demas. El calculo combinatorio 
ofrece la oportunidad de que el alumno se familiarice con el concepto de 
funcion y, al mismo tiempo, aprenda a resolver problemas que seran de gran 
interes en el calculo de probabilidades. 

El capitulo 8 es tambien independiente de los restantes. No cabe duda 
que un conocimiento correcto de lo que son los numeros reales, base del 

• Cardenas, Humberto; Lluis, Emijio; Raggi, Francisco y Tomas, Francisco. 
Temas de algebra. Editorial Trillas, Mexico, 1971; preedicion. 
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calculo diferencial e integral y de muchas otras ramas de las matematicas, 
es de fundamental interes. Sin embargo, ya que la ensenanza de este tema 
ofrece siempre ciertas dificultades, se suele omitir en la mayoria de los cursos 
a este nivel. 

El libro puede usarse como texto para dos cursos semestrales. El programa 
minimo de uno de ellos constaria de los capitulos 2, 3 (parte), 4 y 5; el del 
otro, de los capitulos 6, 7, 9 y parte del 10. Ahora bien, como se infiere 
del esquema (o tabla) anterior, estos dos cursos pueden ofrecerse en cual- 
quier orden. 
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CuPinmo 


Conceptos 

preliminares 


Este capitulo es de caracter introductory. En la actualidad, muchos de los 
alumnos que llegan a las facultades estan ya familiarizados con el lenguaje 
de conjuntos y funciones y conocen sus operaciones y propiedades basicas. 
Sin embargo, tanto para uniformar el lenguaje como para recordar los cono- 
cimientos aprendidos en cursos previos y, en ocasiones, para profundizar 
un poco, incluimos aqui las nociones basicas acerca de estos temas. 

Segun sus conocimientos, el alumno puede omitir o simplemente leer 
superficialmente algunos de los p&rrafos de este capitulo. 

1. CONJUNTOS 

Es posible definir, con una axiomatica, los conceptos “conjunto, ele- 
mento y pertenencia”. Sin embargo, para las finalidades de este libro, es 
suficiente considerar como primitivos dichos conceptos y manejarlos en la 
forma intuitiva usual; es decir, los elementos pertenecen a conjuntos y un 
conjunto esta formado por todos sus elementos. Asi pues, dos conjuntos 
son iguales si y solo si, tienen los mismos elementos. 

En general, usaremos letras mayusculas A , B, C , etc., para representar 
conjuntos y minusculas a, b, c , etc., para representar a los elementos. Para 
especificar los elementos de un conjunto, usaremos la escritura entre Haves; 
si A es el conjunto que consta de las letras a, b y c, escribimos 

A = {a, b, c }. 
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No escribiremos un mismo elemento repetidas veces. Por ejemplo, el 
conjunto de las cifras que aparecen en el numero 1 212 212 es {1, 2}. 

El orden en que aparecen los elementos de un conjunto, cuando estan 
enlistados, es irrelevante. Por ejemplo, {1,2,3} = {2, 3, 1} = (2,1,3}. 

Un conjunto muy importante en matematicas es el conjunto N de los 
numeros naturales 

N - {1, 2,3,4,5,6, ...}. 

Tambien es importante el conjunto Z de los numeros enteros 

Z = {•••,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}. 

Para denotar que un elemento x pertenece a un conjunto A escribire¬ 
mos x £ A y cuando un elemento x no pertenezca al conjunto A escribiremos 
x£A. 

Ejemplos: 

1. Sea A «* {1, 3, 5, 7}. Entonces 

5£A y 2 £A. 

2. Sea A = {1,4,9,16, ..n 2 , ...}, es decir, A es el conjunto de los 
cuadrados de los numeros naturales. Entonces 1 024 £A y 50 £A. 

EJERCICIOS 

1. Enlistese la familia de los numeros naturales que son multiplos de 
tres y menores que 17. 

2. Enlistense las cifras que aparecen en el numero 2 12 cuando se escribe 
en notacion decimal. 

3. <iCual es el conjunto de las letras en la palabra Parangaricutirimi - 
cuaro ? 

4. Sea P — {2,3,5, 7,11,13, • • •} el conjunto de los numeros natu¬ 
rales primos (es decir, aquellos cuyos unicos factores son el mismo y la 
unidad). Indiquense cuales de los siguientes numeros pertenecen a P: 

11, 111, 1 111, 11 111, 37, 27. 

5. Sean A - {1, 2, 3, 4, 5}, B = {2, 4, 6, 8} y C = {3, 6, 9}. 

Enlistense los elementos tales que: 

i) pertenecen a A y a B; 

ii) pertenecen a A y a C; 

iii) pertenecen a A, B y C. 

Usaremos el simbolo <j> para denotar al conjunto vacio, es decir, el con¬ 
junto que no tiene elementos. 



2. SUBCONJUNTOS 


15 


Por medio de condiciones podemos tambien describir conjuntos. Por 
ejemplo si A es el conjunto (2, 4, 6, 8} escribiremos 

A = (n £N | n es par y n ^ 8}. 

6. Procediendo como en el ejemplo anterior, describanse, mediante con¬ 
diciones apropiadas, los siguientes conjuntos: 

a) {1,3,5, 7,9); 

b) {1,4,9,25,36,. 

c) {11,12,13,14,...}; 

d) {2,6,10,14,18,22,...}. 


2. SUBCONJUNTOS 

Definicion: Sean A y B dos conjuntos. Decimos que B es un subcon- 
junto de A, si cada elementa de B es tambien un elemento de A. 

Usemos la notation BCA siempre que B sea un subcon junto de A . 

Asi pues, BCA si y solo si, x £B implica que x £A. 

Si B no es subcon junto de A empleamos la notacidn B(fLA. 

Ejemplos: 

1. Sean B el conjunto de los pajaros y A el conjunto de los bipedos. 
Entonces BCA y A<fLB. 

2. Sean A el conjunto de los seres del reino animal y B el conjunto de 
los seres del reino vegetal. Entonces A(jlB y B(jlA. 

3. Sean A = {n\n £N, n ^ 10}, B = {1, 3, 5, 7} y C - {2, 4, 8}. 
Entonces BCA, CCA , BfC, CfB, AcflB y A(flC. 

4. En geometria euclidiana, es bien sabido que todo punto del segmento 

_ 4 - > 

AB, pertenece a la recta determinada por A y B, que denotaremos AB. Esto 

. 4 ■ - > 

se puede expresar asi ABCAB. 

5. La misma afirmacion anterior se puede escribir del siguiente modo: 

Sea 3i una recta con puntos A y B en ella. Entonces ABCQi. En otras 
palabras 

A£(R y B€^ implica ABCQ{. 


EJERCICIO 

1. Sea B(P, r) el circulo del piano con centro P y radio r. Esto es, 
B(P,r) = {Ar|<f(?,AT) ^ T } 
donde d{P y x) denota la distancia de P a *. 
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Demuestrese que 

a) B{P,r) CB(P,r') si y solo si, r^r'; 

b) s^r—-d(Q,P) implica B(Q,, S) CB(P, R ). 


3. OPERACIONES CON CONJUNTOS 

En situaciones que se presentan con frecuencia, todos los conjuntos con- 
siderados son subconjuntos de uno fijo. A tal conjunto lo llamamos conjunto 
universal . 

Definicion: La union de dos conjuntos A y B es el conjunto 
AKJB = {x\x£A o *£B). 

Las propiedades 

i) AGAUB, BC^lUB; 

ii) AUB — BUA (conmutatividad); 

iii) {A\JB)\JC = A\J (BUC) (asociatividad), 

se verifican inmediatamente a partir de la definicion. 

Podemos entonces, sin ambigiiedad, hacer uso del simbolo A U B U C, para 
denotar al conjunto A U (BU C) = {A UB) UC. 

Definicion: La intersection de dos conjuntos A y B es el conjunto 
AC\B = {x\x £A y x£B}. 

Las propiedades 

iv) AHBCA , ADBGB; 

v) ACiB — BOA (conmutatividad); 

vi) (BHC) = {AC\B) flC (asociatividad), 

se verifican inmediatamente a partir de la definicion. 

Usamos el simbolo Ar\Bf\C, para denotar al conjunto {A(~\B) C\C = 
AD(BnC). 

Proposicion 1: Sean A, B y C conjuntos. Entonces las propiedades 

vii) AD (BUC) = (4DB)U(^nC); 

viii) dU(finC) = (^UB)nUUC), 

son validas. Estas son llamadas leyes distributivas. 

Demostraremos la propiedad (vii). 
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Sea x £Ad{BUC). Entonces x£A y x£BUC de donde, x£A y 
( x £B o x £ C) . Si x £B, tenemos x £AdB; luego x £ (-4H5) U (40C). 
Si ^ £C, tenemos x £AdC; luego x £ (AdB) U ( ADC ). 

Esto demuestra que A D (B U C) C(A (IB) U (A D C ). 

La contencion en el otro sentido se demuestra como sigue: 

Ya que AdBGA y AdCCA, se tiene (A dB) U (^4flC) C.A. 
Analogamente, ADBCBUC y AdCCBUC, por lo que (4n£)U 
(ADC)CBUC. 

Se tiene entonces, (AdB) U (AdC) CAd (BUC), lo que termina la 
demostracion. 

La demostracion de la propiedad (viii) queda a cargo del lector. 

Definicion: Sea X el conjunto universal y A un conjunto arbitrario. El 
complemento del conjunto A es el conjunto 

A c = {x\x£X, x£A}. 

Notese que el complemento de un conjunto se define respecto al con¬ 
junto universal del cual se estan tomando los conjuntos. 

Son propiedades basicas de la complementation las siguientes: 

ix) (A c ) c = A; 

x) AUA C = X; 

xi) AdA c = <j}. 

La demostracion de estas propiedades se deja a cargo del lector. 

Proposicion 2 (leyes de De Morgan) : Para cualquier pareja de conjun¬ 
tos A y B valen las propiedades 

xii) (AUB) C = A c dB c ; 

xiii) (AdB) c = A C UB C . 

Demostraremos la propiedad (xiii). 

Sea x £(AdB) c . Entonces x£AdB , de donde x £A o x£B; esto es 
x £A C o x £B C , de donde, x £A C UB C . Esto prueba que (A dB) c C.A c UB c . 

Ahora, AdBGA y A dBCB >, por lo que (AdB) c DA c y (AdB) c DB c . 
De donde, (AdB) c DA c UB c . 

Esto termina la demostracion. 

Definicion: La diferencia entre dos conjuntos A y B, es el conjunto 
A — B = {x\x £A y x£B). 
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Se tiene entonces que A — B = ADB C . 

Tenemos la siguiente propiedad: 

xiv) A-(BnC) = (A—B) U (A — C). 

Demostracion: 

A-{BCiC) = AC\{BnC) c = {A c U ( BDC)) C 

= ((i c UB)n(^ c UC)) c = (A C UB) C U(i c UC) c 
= (ADB q ) U (ADC C ) - (A — B) \J (A — C). 

Se sugiere al lector que verifique que propiedades y definiciones se usaron 
en cada paso de esta demostracion. 

4 . PRODUCTO CARTESIANO 

Definicion: Sean a,b £X, definimos la parejaordenada formada por ay b 

[y la denotamos {a, 6)] por 

(a,b) = {{a}, {a,b}}. 

Notese que lo que se quiere recalcar es la distincion entre el primer lugar 
y el segundo lugar en la pareja; esta definicion nos lleva a tal distincion ya 
que 

( a, b) = [c> d) si y solo si a = c y b = d. 

Demostracion . Existen dos posibilidades, a saber 

i) M = {«} y ( a > b) = {c,d}-, 

ii) {«} = {c,d} y {a»= {c}. 

En el caso (i) se tiene a = c por lo que { a, b) = {«, d] y entonces b = d. 

En el caso (ii) se tiene a = c = d y entonces {a, b } = {a} por lo que 
b — a. 

Ilustraremos el concepto de pareja ordenada con algunos ejemplos: 

1. Sea A = {1,2}, hay entonces cuatro parejas ordenadas de elemen- 
tos de A y 

(1,1), (1,2), (2,1) y (2,2). 

2. Sean A «= {a 3 b}, B = {c s d), hay cuatro parejas ordenadas tales que 
el primer elemento pertenezca a A y el segundo a By a saber 

(ayC)y ( dyd ), (bye) y (byd). 
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3. Sea A = {1, 2, 3}. Hay nueve parejas ordenadas de elementos de A. 
El lector debe escribirlas todas. 

4. Si A es un conjunto infinite, entonces el conjunto de parejas ordena¬ 
das (a, b) con a,b £ A es tambien infinite. 

Definicion: Sean A y B conjuntos. El producto cartesiano de A y B, 
A X B, es el conjunto de parejas ordenadas 

AxB= {(a,b)\a(=A y b £B}, 


Ejemplos: 

5. Sean A — {1, 2, 3}, B = {a, b). Entonces 

AXB={(l,a), (1 ,b) 9 (2, a), (2 ,b), (3 ,«), (3,6)}. 

6. Sea A = {1,2}. Entonces 

xA — {( 1 , 1 ), ( 1 , 2 ), ( 2 , 1 ), ( 2 , 2 )}. 

7. Sea N el conjunto de los numeros naturales. Entonces 

NxN= { (tz, m) \n £N, m£ N}. 

8. Sea Z el conjunto de los numeros enteros. Entonces 

Z x Z = {(n, m)\n £Z, m €Z}. 

9. Sea R el conjunto de los numeros reales. Entonces R X R = { {x, y) I 
x£R, y€R} es el piano real. 

En el caso que tomamos el producto cartesiano de un conjunto A por 
si mismo usamos la notation A X A — A 2 . 


EJERCICIOS 

1. Compruebe que A X B tiene seis elementos si A tiene tres elementos 
y B tiene dos. 

2. De la lista de los elementos de A X B donde A = {1,2, 3, 4} y 
5 = {1>2} -.. 

3. Verifique que el conjunto N X A con A = {a, 6} es infinite. 

Sugerencia. Si a £A, los elementos de la forma (n, a) con n estan 
en N X A y forinan un subconjunto infinite. 
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4. Describa A 2 , donde: 

i) A- {1,2} 

ii) A — { a } b 3 c} 

iii) A- { 2, 4, 6, 8}. 


5. RELACIONES 

Definicion : Sean A y B conjuntos. Una relacion entre A y B es un sub- 
conjunto del producto cartesiano A X B. 


E jemplos: 

1. Sea A = <\>y B arbitrario, entonces A X B = <j> y por lo tanto la unica 
posible relacion entre A y B es la vacia. 

Analogamente si B — <£. 

2. Si A = {a} y B = {&} entonces A X B = {(a, fe) } y existen dos rela- 
ciones entre .4 y B, la vacia y la total. 

3. Si ^4 y B son arbitrarios siempre se tienen al menos dos relaciones 
entre A y B (no necesariamente distintas), la vacia y la total. 

4. Si^4 = {a j> 6}yB~{l,2} existen dieciseis relaciones entre A y B. 

EJERCICIOS 

1. Enlistense las relaciones en el ejemplo 4. 

Sea JSC .4 X B una relacion. 

El dominio D R de la relacion R> esta definida por: 

D r = {a£A\ existe b £B, (a,b) £R}. 

Por ejemplo, si A — { a,b }, B = {1, 2, 3} y R — {(< 2 , 1), (^3)}, en¬ 
tonces a £D R y b (.Dr. 

Por la definicion de dominio tenemos que D R CA. 

2. Digase cual es el dominio en cada una de las dieciseis relaciones del 
ejercicio anterior. 

La imagen I R de la relacion R , esta dada por: 

I R ~ {b £B| existe a £A, (a,b) £R}. 

3. Digase cual es la imagen en cada una de las relaciones del ejem- 
plo (4). 

El codominio de una relacion RCA X B es el conjunto B. 

4* En el ejemplo (4) diganse cuales relaciones tienen la propiedad de 
que su imagen y su codominio coinciden. 
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6. FUNCIONES 

Sean Ay B con juntos. Una funcion f:A->B es una relation R en 
A X B que satis face: 

i) D R = A; es dedr, para toda x £A existe una pareja ( x,y ) £R. 

ii) Cada elemento x £A tiene asociado uno solo de B; es decir, {x,y^) £R 
y (x,y 2 ) £R implica y x = y 2 . 

Una notacion altemativa para una funcion f:A-+BesA^+B. 

El conjunto A es llamado el dominio de la funcion, el conjunto B es 
llamado el codominio de la funcion y para cada x £ A, denotamos con 
f(x) al elemento de B que le corresponded es decir, {*,/(*)) €<R- Llamamos 
a f(x) la imagen del elemento x. 


Ejemplos: 

1. Sea A un conjunto y sea f:A-*A la funcion dada por f(x) = x para 
toda x£A. 

2. Sean A el conjunto de las personas y B el conjunto de las naciones. 
La relacidn RCA X B de las parejas ( x , y) tales que, “ x tiene nacionalidad 
correspondiente a y”, es una funcion f:A^> B. 

3. Sean /:Z~»N dada por f(n) = n 2 + 1 para toda n £Z. 

Es inmediato de la definicion que dos funciones f:A-+B y g:C -»Z> 
son iguales si y solo si, 

a) A = C; 

b) B = D; 

c) f(x) — g(x) para toda x£A. 


EJERCICIOS 

1. Diganse por que las funciones /:Z N y g:Z —> Z dadas por f(n) — 

n 2 4- 1 = g(n) no son iguales. 

2. Lo mismo para /:Z—»Z y g:N-»Z dadas por f(n) = 2n = g(n). 
Definicion: La imagen de una funcion f:A—>Bes 

Imf — {ft gfi | existe a £^4 con /(<*) = ft}. 

Se tiene que Imf es un subconjunto del codominio de la funcion. 
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EJERCICIOS 

Dese la imagen de la funcion para cada uno de los siguientes ejemplos: 

3. /:Z-»Z dada por f(n) = 2n. 

4. /:Z-»N dada por /(n) = n 2 + 1, 

5. /:N—»N dada por f(n) = n 2 4- 1. 

6. I a :A-^>A dada por /x(*) = 

Sea f:A-*B una funcion en donde el con junto A es finito. 

Si A — {a x , y /(«») = &i, emplearemos la siguiente notacion: 

i __ ( a \ a 2 •• • 

1 \b l b 2 ...bj- 

Es decir, en esta notacion, en el primer renglon se escriben todos los ele- 
mentos del dominio y debajo de cada uno de ellos el elemento que le co- 
rresponde segun la funcion. 

Esta notacion, salvo por la description del codominio, nos dice cual 
es la funcion. 


Ejemplo: 



123 4 5 \ 

1 4 9 16 25 /’ 


es una funcion f:A-*B en donde A — {7i£N|n^5} y /(*) = x 2 para 
toda x £ A. 


EJERCICIO 

7. De la lista completa de las funciones f:A B donde A = {a, b, c } y 
B = (1, 2}, usando el metodo antes descrito. 

7. COMPOSICION DE FUNCIONES 

Sean f:A— >B y g:B-*C dos funciones. Definimos la composicion de 
f y g y denotada por gof } como la funcion g°f:A —> C dada por* 

(. g°f) {x) = g{f(x) ) para toda x £A. 


Ejemplos: 

1. Sean /:R-»R y g:R-*R definidas por f{x) = x 2 4- 1 y g(x) = 
3 x + 2. Entonces la composicion £<>/: R —y R esta dada por 

(gof) (x) = ^(/(jc) ) = £(* 2 + 1) - 3(x 2 + 1) + 2 - 3x 2 + 5. 
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2. Sean A = {a 1} a 2} a z ), B = {6 l5 A 2 }, C = {c 1? <r 2 , ^ 3 } f :A -> B y 
g:B -» C dadas por 



entonces la composicion g°f:A —> C esta dada por 



ya que (£«/) (ai) = g(/(a t )) = g(£>x) = t 2 , etc. 

3. Sean .4 = {aj, a 2; a 3 }, J3 = (fei, b 2 , b 3 , & 4 }, f:A ->By g:B-> C dadas 

por 

/ ___ /^i #2 \ ___ (bi b 2 b z & 4 \ 

' \&4 As b 2 J ^ \a z a 3 a 2 a 1 ) 


entonces gof:A^> A esta dada por 



4. Sea A = {1, 2} y f:A —> A la funcion dada por 


entonces fof :A—> A es 



5. Sean A = {1,2,3} y f,g,h:A-^A dadas por 



Entonces hof , hog: AA son 



es decir hof = hog = A. 

Teorema 1: Sea f:A-^B una funcion . Entonces 


I Bo f « / Ri = / 


donde 1 B , I a son las identidades en B y A respectivamente. 

La demostracion de este teorema se deja a cargo del lector. 
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Teorema 2: Sean f:A-±B, g:B-*C y h:C->D funciones. Entonces 

h°(g°f) = (hog) of 

es decir, la composition de funciones es asociativa. 

Demostracion. Sea x£A } entonces 

[Mg°/)](*) = h[(gof)(x)] = h[g(f(x ))] 

l(hog)of]( X ) = (hog) (./(*)) -%(/(*))] 

y como las dos funciones tienen dominio A y codominio D la demostracion 
queda completa. 

Sea f:A->B una fiincion. 

Definicion: Un inverso derecho (izquierdo) de f es una funcion g:B -» A 
tal que 

g°f = IA (/og — Jf*)* 

Si g es inverso derecho e izquierdo de / entonces g se llama inverso de / 
y en caso de que / tenga inverso se dice que / es invertible. 

Teorema 3: Si f tiene inverso derecho g x e inverso izquierdo g 2 entonces 
gi — gz y f es invertible . 

Demostracion. Por definicion g x of — I A y fog 2 = I B de donde 

gl *** gl°IB = ^l°(/°^2) = (gl°f)°g2 ~ 1A°g2 “ #2* 

Corolario : invertible, entonces su inverso g:B—>A es 

unico. 

El ejemplo siguiente nos ilustra que una funcion puede tener inverso 
por un lado y sin embargo no ser invertible. Tambien comprueba que, aun- 
que las composiciones gof y fog tengan sentido, no son necesariamente igua- 
les; es decir la composicion de funciones no es una operacion conmutativa. 

Denotemos por [x] a la parte entera de cualquier numero real x, es 
decir, [x] es el entero maximo, menor o igual que x. 

Sean /:Z—>Z y g:Z-»Z dadas por /(n) = 2n y g(n) = |j^*jentonces 
gof = / z pero fog I z (el lector debera comprobar estas afirmaciones). 

8* FUNCIONES INYECTIVAS, SUPRAYECTIVAS Y BIYECTIVAS 

Definicion 1: Una funcion f:A—>B se llama inyectiva si para toda pa¬ 
reja a x> a 2 $_A con a x ^a 2 se tiene f(a x ) z^zf(a 2 ). 
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Esto equivale a 

f( a i) = f{a 2 ) implica a x = a 2 . 

Definicion 2: Una funcion f:A->B se llama suprayectiva si Imf = B; 
es decir, si para toda b £B existe a £A tal que f(a) = b. 

Definicion 3: Una funcion f:A-+B se llama biyectiva si es inyectiva y 
suprayectiva . 


E jemplos: 


1. Sea /:R-* R dada por f(x) = x 2 , entonces / no es inyectiva ya que 
/(1) — /( — 1); tampoco es suprayectiva ya que f(x) ^0 y por lo tanto 
ningun elemento negativo esta en la imagen de /. 

2. Sea /:Z—»Z dada por f(n) — 2n, entonces / es inyectiva porque 
f(n) == f(m) implica 2 n = 2m implica n = m. 

La funcion no es suprayectiva ya que los numeros enteros impares no 
estan en la imagen de /. 


3. Sea /: Z <—> Z dada por /( 


si m £ Z tenemos m 


= [2ml 

.2 J 


x r n ~ 

n) = [2J 


entonces / es suprayectiva ya que 


/(2m); la funcion no es inyectiva puesto que 


f(2n) = [y] = « " pS~] = /(2 ” + 1} - 

4. Sea -4 un conjunto arbitrario. La funcion identica I a :A->A es 
biyectiva. 


EJERCICIOS 

1. Gompruebese la afirmacion del ejemplo 4. 

2. Sea /:N—»Z dada por f(n) = (”l) w . Demuestrese que / es 

biyectiva. 

3. Sea f:Z->Q la inclusion natural, donde Q es el conjunto de los 
numeros racionales o fraccionarios. Demuestrese que / es inyectiva. 

4. Sea /:Q—» Z dada por / = 2 W 3 W donde ^ fraccion simpli- 

ficada (es decir, n y m no tienen factores comunes). Demuestrese que / es 
inyectiva. 

Demostraremos a continuacion varias proposiciones interesantes: 

Proposicion 1: f:A->B es invertible si y solo si, es biyectiva. 
Proposicion 2: La composicion de dos funciones inyectivas es inyectiva. 



26 Cap. 1 CONCEPTOS PRELIMINARES 

Proposicion 3: La composicion de dos funciones suprayectivas es supra- 
yectiva. 

Corolario. La composicion de dos funciones biyectivas es biyectiva. 
Demostraciones: 

1. Sea biyectiva. Definimos g:B-> A como sigue: 

Si b £B entonces existe a£A tal que f(a) — b por ser / suprayectiva y 
dicha a es unica por ser / inyectiva; sea g(b) = a. 

Tenemos entonces, para cualquier b g(b) = a donde f(a ) = b, luego 

(/<*)(&) -f{g{b)) = /(«) =6 

por lo tanto fog = I B . 

Para cualquier a£A tenemos: si f(a) = b, que g(b) — a y entonces 
(*•/)(«) -*(/(«)) -«(*) = « 


por lo que gof — / A . 

Esto demuestra que si / es biyectiva entonces es invertible. 

Supongamos ahora que / es invertible, es decir, existe g:B ^ A tal que 

/og = Lb y £<>/ = J A . 

Demostraremos primero que / es inyectiva : 

Si £4 y /(fli) 88 /(Oa) tenemos a t = 7 X (%) = (gof) (a ± ) = 

g(f(* i)) = §(f( a e) ) = (^°/)(^) =Lt(a 2 ) = «2. 

Veamos ahora que / es suprayectiva: 

Sea b £B arbitrario. Entonces 

= (/*)(*) -/W»)) 

es decir, 6 es la imagen de g(6) bajo /. 

Esto termina la demostracion de la proposicion 1. 

Demostremos ahora la proposicion 2. Suponemos que f:A -» B y g:B—> C 
son inyectivas. 

Sean tf 2 £^ tales que (g°f) (a i) — (g°/) (# 2 ); de la definition de 
composicion obtenemos 

*(/(*)) -«(/(«•» 

y como g es inyectiva concluimos que 


/K) = /(««); 
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acto seguido podemos concluir que fli = a 2 por ser / inyectiva. Esto muestra 
que gof es inyectiva. 

Veamos la proposicion 3. Supongamos que f :A->B y g:B-> C son fun- 
ciones suprayectivas. 

Sea c £C. Entonces c = g(b) para algun b £B puesto que g es supra- 
yectiva. Pero a su vez b — f(a) para algun a£A, por ser / suprayectiva, 
asi que 

C = g(b) = g(f(a )) = (gof) (a ). 

Esto muestra que gof es suprayectiva. 

EJERCICIOS 

5. Sean f :A-> B y g:B C funciones tales que gof es inyectiva. De- 
muestrese que / es inyectiva. 

6 . Sean f :A-^> B y g:B~± C funciones tales que gof es suprayectiva. 
Demuestrese que g es suprayectiva. 

7. Dense funciones f:A-+B y g:B^> C tales que / es inyectiva y gof 
no lo es. 

8 . Dense funciones f :A B y g:B C tales que g es suprayectiva y 
gof no lo es. 

9. Dense funciones f :A-> B y g:B-+ C tales que / es inyectiva, g es 
suprayectiva y gof no es inyectiva ni suprayectiva. 

10. Dense funciones f:A-+Byg:B-+C tales que / no es suprayectiva, 
g no es inyectiva y gof es biyectiva. 


9. CARDINALIDAD Y CONJUNTOS HNITOS 

Decimos que dos conjuntos A y B tienen la misma cardinalidad si existe 
alguna funcion biyectiva f:A^>B. 


EJERCICIO 

1. Demuestrese que los siguientes conjuntos tienen todos la misma 
cardinalidad: 


i) N d con junto de los numeros naturales; 

ii) Z el conjunto de los numeros enteros; 

iii) {n 2 n £ Z); 

iv) {2nn£Z}; 

v) (3n n £Z}. 

Sea I n el conjunto de los n primeros naturales: 

I n = {1, 2, 3, • • *, n } = {a\a £Z, 1 — <2 — n}. 

Decimos que un conjunto A ^ <j> es finito si para algun n £N existe una 
funcion biyectiva 

f Jn A. 



28 


Cap. 1 CONCEPTOS PREU MIN ARES 


En otras palabras, A es finito si podemos “contar” sus elementos. 
Definimos el numero cardinal o numero de elementos de un conjunto 
finito A y^(j> como el natural n para el cual existe una funcion biyectiva 
f:I n -+A. 

A1 dar esta definicion, hemos admitido, tacitamente, que solo hay un 
numero natural n para el cual existe tal funcion biyectiva. Admitir esto, 
no es otra cosa que admitir que cada vez que contemos los elementos de un 
conjunto no vacio sin equivocarnos obtendremos el mismo resultado. 
Denotamos el cardinal del conjunto finito A ^ <j> por #A. 

Gompletamos la definicion con #</> — 0. 

Si #A = n sabemos que existe una biyeccion (que, en general, no es 
unica) /:/„—> .4. Se acostumbra utilizar la notacion 

a i = 7(0 P ara 1 = 2, • • *, n. 

Asi que A = {a x , a 2 , • • •, a n }. 

A los conjuntos que no son finitos se les llama infinitos. 

Lema 1: Si A y B son conjuntos finitos y f:A -» B es una funcion inyectiva 
entonces #A #B. 

Demostracion. Supongamos que #A — n. Sea A = {a ly con 

todas las a* distintas entre si. Los n elementos f{a 1 ) i ..., f{a n ) £B son todos 
distintos ya que si y /(«i) = f{aj) por ser / inyectiva tendriamos 

ai — aj lo cual es una contradiction, por lo que B tiene al menos n elemen¬ 
tos, es decir, #B ^ n. 

Lema 2: Si A y B son conjuntos finitos y /: A —> B es una funcion supra- 
yectiva, entonces #A^ #B. 

Demostracion . Supongamos que #B = m. Sea B — {b 1} •**, b m } con 
todas las b\ distintas entre si. Sea ai £ A tal que f(ai) = bi para i = 1, 2, 
(esta ai existe debido a que / es suprayectiva). Los m elementos 
«i, ’ • •, son todos distintos ya que si ai — a, se tendria f(ai) = f(aj) y 
entonces bi = bj que contradice la election de las b i, por lo que A tiene al 
menos m elementos, es decir, #A ^ m. 

Gorolario : Si A y B son conjuntos finitos y f:A-*B es biyectiva enton¬ 
ces #A = #B. 

Teorema: Sean A y B conjuntos finitos tales que #A = #B y f:A->B 
una funcion. Las tres siguientes condiciones son equivalentes: 

i) / es inyectiva; 

ii) / es suprayectiva; 

iii) / es biyectiva. 
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Demostracion. Basta demostrar la equivalencia entre i) y ii). 

Supongamos i). Sea A = {a u • • •, On}, #A = n = #B entonces como 
/ es inyectiva Imf = {f{a x )> ••*,/(«»)} tiene n elementos distintos de 
pero #B = n por lo que ImfCB y #/m/ = #B, de donde Imf = B y / es 
suprayectiva. 

Supongamos ahora ii). Sea .4 = {a x , • • *,an}, es decir, #.4 — n. Si / 
no fuese inyectiva existirian elementos ai, a$ £A distintos tales que /(#i) = 
f{dj ). Sin perdida de generalidad podemos suponer que 3 /(a^i) = /(«,»), 
se tendria entonces 

/m/= {/(fl 1 ),...,/(an- 1 )} 

ya que {{an) es f(an~ i). Pero como / es suprayectiva Jm/ = Por otro 
lado #Imf ^ n— 1, es decir, —1, lo cual contradice la hipotesis 

# A = # B - 

Asi pues, / debe ser inyectiva y el teorema queda demostrado. 

Notese que la hipotesis A y B finitos es necesaria, pues los ejemplos 
(2) y (3) de 7. son contraejemplos al teorema en el caso infinito. 


10. INDUCCI6N MATEMATICA 

Cuando una propiedad requiere ser demostrada y es concemiente a los 
numeros naturales, hay un tipo de demostracion, llamada induccion mate- 
matica, que se lleva al cabo de la siguiente forma. 

Supongamos que se quiere demostrar la propiedad P(n) donde n£N. 
Los dos pasos siguientes son necesarios y suficientes: 

i) Se demuestra la validez de P(l); es decir, que la propiedad vale 
cuando n = 1. 

ii) Se supone que P(n) es valida y a partir de esto se demuestra la 
validez de P(n + 1); es decir, se supone que la propiedad es valida 
para n y a partir de esto se demuestra que es valida para n+ 1. 

Una vez llevados al cabo estos pasos, la conclusion es que la propiedad 
es valida para todos los numeros naturales. 

Mas adelante justificaremos la validez logica de este tipo de demostra¬ 
cion, por ahora solo daremos algunos ejemplos en los que puede ser usada. 

Supongamos que queremos averiguar si la formula 


1 + 2 + 


n(n + 1) 
+ n =- 


es valida para todos los numeros naturales. 
Procedemos de acuerdo con lo descrito. 


2 
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Ejemplos: 

Si n = 1 el miembro izquierdo de la formula consta de un solo sumando 
que es 1 y el miembro derecho es • - - —— y como este es tambien 1 se 
tiene que la formula es valida para n = 1. Supongamos ahora que 


1 + 2 + ••• + n 


n(n + 1) 

2 


(*) 


y tratemos de probar la formula correspondiente para n + 1. 

El miembro izquierdo en la formula para n + lesl + 2 + ••• + n + 
(n+1) y si usamos (*) tenemos 


1 + • • • + n + (n+1) 


n(n + 1) 

2 


+ n + 1 = 


n 2 + n + 2,n + 2 

2 


n 2 + 3n + 2 (n + 1) (n + 2) 

2 2 


lo que prueba la validez de la formula para n + 1. 
Un segundo ejemplo es el siguiente: 
Supongamos que queremos probar que 

2 n < n\ 


para n^4 (n\ = n(n— 1) (n — 2) • • *3.2-1 para n ^ 1). 

Es equivalente esto a 

2 W+3 ^ (n + 3)! 

para n£N, asi que demostraremos la segunda desigualdad: 

Si n = 2 1+3 = 16 y (1 + 3)1=4.3.2.1=24 

y como 16 < 24 queda probado este caso. 

Supongamos ahora que 2 M+3 < (n + 3) ! (*) 

y como n ^ 1 se tiene 2 < n + 4. Multiplicand© (*) por esta desigualdad 
se obtiene 

2 W+3 * 2 < (n + 3)! (n + 4) 

de donde 

2 W+4 < (tz + 4)! 

que es lo que se queria probar. 
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Un tercer ejemplo es el siguiente: 

Deseamos demostrar que n 3 -n es un multiple) de 6 para todo natural n. 
Si n = 1 entonces n 3 — n = 0 y 0 es multiplo de 6 (ya que 0 = 6*0). 
Supongamos que n 3 — n es multiplo de 6, es decir n 3 — n = 6A; para al- 
guna k £ Z. 

Ahora (»+l) 3 -(n + 1) — n 3 + 3 n 2 + 3n + 1-n-l 

= n 3 — n + 3 (n 2 + n) 

= 6k + 3(n 2 + n) 

pero n 2 + n es par para toda n por lo que n 2 + n == 2s y (n+1) 3 — 
(n+1) = 6k 4- 3-2^ = 6(& + j). 


EJERCICIOS 

1. Supongase que a i+1 — a\ = r para toda i. Demuestrese que 

(di + 0^)71 


a ± + 


a n = 


2. Demuestrese, para q^=. 1, que 


1 + q + • • • + q 


q n - 1 

•••4- n n ~* = __ 


4^1 


3* Supongase que di +1 = aiq para todo i. Demuestrese que si q ^ 1, 


"1" 


# 71+1 #1 

+ a n =-— 

4-1 


11. EL TEOREMA DEL BINOMIO 

Definicion: •Sea n £ Z tal que n ^ 0. Definimos el factorial de n, dena - 
tado por n!, por induction, como sigue: 

i) 0! = 1; 

ii) n! = (n— 1) In n ^ 1. 

Proposicion 1: Si n ^ 1 entonces 

n! = n(n — 1) ••*2*1. 

Demostracion. Si n = 1 entonces el miembro derecho de la igualdad 
se reduce a un solo factor, que es la unidad, mientras que 1! = 0! • 1 = 
1.1 = 1 . 

Sea n > 1 y continuamos la demostracion por induction. 
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Se tiene (ft —1)! = (ft — 1) • • • 2-1, de donde 

ft! = (n — \)\-n — ft. (ft — 1) • • • 2«1 
lo que termina la demostracion. 

72! 

Denotamos C m =-. 

* m\(n — m )! 

Teorema 1 (teorema de Pascal): 

C m + C™- 1 = C m 

n~l n-l n ‘ 

La demostracion se deja a cargo del lector. (Vease tambien la pag. 63.) 
Proposigion 2: El numero C m es un numero natural. 

n 

_ 0! 

Demostracion . Induccion sobre n. Si n = 0 entonces C° = -= 1. 

0 0! 0! 

Sea n > 1 y supongamos el resultado valido para ft —1. Entonces C“ 
y C™- 1 son numeros naturales y por lo tanto lo es C m = C m 4* C”* -1 . 

»-l ' 1 n n-i Ti-l 

Teorema del binomio. Sean a y b numeros reales y n £Z, n^O; 
entonces 

(a + fc)" = C° + C 1 a"- 1 b + • • • + C” fc" 

' » n n 

» 

aVC' a”-* fc*. 

» 

■>=0 

Demostracion . Induccion sobre n. 

Si ft = 0 entonces (ft + 6)° = 1 y C°a°b° = 1. 

Sea ft > 0 y 

(a+b)”* 1 = 2 b* 

i =o 

(fl + fc) w = (a+i) (a + 6) 7 ^ 1 = (ft + fe) ^ C { a w_1_i fc 4 

i =0 n_1 


entonces 
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Por tanto 

(a + b) n = 2 C* i **- i b { + £ C*’*« n " i 6* 

i=0 " i= l n_ 

= y (C* + C^' 1 ) a”-* 6* 

^ v Ti—l »-l 7 

i=o 

= 2 ^« w_i b l 

i-0 

En el ultimo paso se usa el teorema de Pascal y se conviene que — 0 

y C n =0, es claro que C _1 + C° = C° y C^ 1 + C n = C n . 

' n-i 3 1 n-i n-i n 7 n-i n-i t» 

12. RELACIONES DE EQUIVALENCE Y PARTICIONES 

Definicion: Una relation RC.A X A se llama de equivalencia si satis - 
face: 

i) (a, a) £R para toda a£A; 

ii) (a, b) £jR implica (b,a) £R; 

iii) (a, b) £R, ( b,c) £R implica (a, c) £R. 

Estas tres propiedades son llamadas reflexividad, simetria y transitividad, 
respectivamente. 

Notese que la propiedad de reflexividad implica que D R = A = I R , es 
decir, en una relacion de equivalencia, dominio, codominio e imagen coin¬ 
cides 

E jemplos: 

1. Si A es un conjunto arbitrario, entonces la minima relacion de 
equivalencia en ^4 es = {( 0 , a)\a£A}] esta es llamada la diagonal de AX A 
y se tiene que toda relacion de equivalencia debe contener a la diagonal 
debido a la propiedad de reflexividad. 

2. Gonsideremos la familia A de los triangiilos en el piano geometrico. 
Vamos a dar una relacion R en A X A. 

Decimos que (a, b) esta en R si a y b son triangulos semejantes; es decir, 
si los angulos correspondientes son iguales. 

Es claro que todo triangulo es semejante a si mismo, lo que demuestra 
que la relacion R es reflexiva. Asi mismo podemos ver facilmente que la re¬ 
lacion es simetrica y transitiva, por lo que R es una relacion de equivalencia. 

3. Sea A = {1,2, 3} y RGAxA dada por 

*“{( 1 , 1 ), ( 1 , 2 ), ( 2 , 1 ), ( 2 , 2 )}. 
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El lector puede verificar que R es simetrica y transitiva. Sin embargo, 
la pareja (3,3) y por tan to R no es reflexiva. 

EJERCICIOS 

1. Dese un ejemplo de relacion para la cual valgan las propiedades de 
reflexividad y simetria, pero no la de transitividad. 

2. Dese un ejemplo de relacion para la cual valgan las propiedades 
de reflexividad y transitividad, pero no la de simetria. 

3. Sea k £ N. Definimos una relacion R C Z X Z como sigue: 

(n, m) £R si n — m = ks para algun Z. 

Demuestrese que R es una relacion de equivalencia. 

Definicion: Una particion de un con junto A es una familia de subcon - 

juntos de A, { Aa)a € j, tal que: 

i) Si A a =j£Ap entonces A a nA$ = <j >; 

ii) A a ^<j> para toda a£l; 

iii) A = U A a . 

a€j 

Ejemplos: 

4. Si A = {a} entonces hay una y solo una particion de A , es decir, 
{A} la familia con un solo conjunto. 

5. Para cualquier conjunto A ^=<j> siempre existen al menos dos parti- 
ciones (que coinciden si A tiene menos de dos elementos) que son: 

i) la particion {^4} cuya familia consta de un solo conjunto; 

ii) la particion {{a}} flC A cuya familia consta de todos los subconjuntos de 
A que tienen un solo elemento. 

EJERCICIOS 

4. Verifiquese que las familias de los ejemplos (4) y (5) son parti- 
ciones. 

5. Si A — {1, 2, 3} considerese la familia {1, 2}, {3}. Demuestrese que 
es una particion de A. 

6. Enlistese la coleccion de particiones de: 

a) A = {1}. 

b) A = {1,2}. 

c) A = {1, 2,3}. 

d) A = {1,2, 3, 4}. 

e) A = {1,2, 3,4,5}. 

7. Si P n denota el numero de particiones de un conjunto con n ele¬ 
mentos, digase cuanto vale P l3 P >2 , P z , Pa y P 5 - 



12. RELACIONES DE EQUIVALENCE Y PARTICIONES 


35 


Sea A un conjunto arbitrario; denotamos por R A a la familia de rela- 
ciones de equivalencia en .4x^4 y por P A a la familia de particiones de A. 

Para cada relacion de equivalencia en AX A vamos a definir una parti- 
cion de A y es decir, vamos a dar una funcion 

<p:R a ->Ra 

como sigue: 

Si R £R A para cada x £ A definimos 

Ax = {y £A\{x,y) £R). 

Lema: La familia { Ax} T€A es una particion P de A ya que: 

i) Ax^=<f> para toda x£A; 

ii) Ax = Ay si (x, y) £R y AxDAy = <j> si (x, y) £R; 

iii) A = UAx. 

X<A 

Demostracion: i) Es inmediata de la reflexividad de R. 

Para probar ii) supongamos primero que (x, y) £R; sea z£Ax; por 
definicion tenemos (x,z) £R y como (^y) £R entonces (y, x) £R tenemos 
(y, *), (x,z) £R por lo que ( y 3 z) £R, es decir, z£Ay de donde AxCAy. 
Analogamente se verifica que AyCAx y entonces Ax = Ay. 

Ahora supongamos que (x, y) £R y que z£AxDAy; tenemos (x, z), 
(y, z) £R y por la simetria de R(z,y) £R; finalmente por la transitividad 
tenemos (x,y) £R que contradice la hipotesis. Entonces AxDAy =^= <f>. 

Es claro que UAxCA ya que A es el conjunto universal. 

Si y £A entonces y £ Ay; por tan to y £ UAx de donde A — U Ax. 

x*A x*A 

Hemos definido una funcion (p:R A -^P A dada por <p(R) = P. 

Vamos ahora a definir una funcion \f/ :P A -> R A . 

Sea P £P A con la familia asociada (A«) y consideremos la relacion 
RCA XA dada como sigue: 

( x,y) £R si existe A a subconjunto de la particion P tal que x, y£A a . 

Lema: La relacion R asi definida es una relacion de equivalencia. 

Demostracion. Sea x£A, entonces por ser P particion existe A a en P 
tal que x £ A a , y ahora por la definicion de R } ya que x £ A a , tenemos 
(x,x) £R; es decir R es reflexiva. 

Sean x, y £A tales que (x, y) £R } es decir, existe A a en P tal que x } y £A a 
pero esto es equivalente a y, x £A tt y es decir, (y, x) £R } por tanto R es 
simetrica. 

Para terminar supongamds que (x, y), ( y,z) £R entonces existen A a y 
A$ en P tales que x 3 y£A a y y,z£Ap. Entonces y£A a C\Ap por lo tanto 
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A a = Afo es deeir, x,z£A a y de aqiii (*, z) £R; lo que prueba que R es 
transitiva. Lo cual concluye la demostracion. 

Teorema: \J/<xp = Ira y <poiJ/ = /p^. 

Demostracidn . Sea R£Ra, x,y£A tal que (*,y) £(^<>^)i2. Entonces 
existe en la particion (pR tal que x, y £A a por la definicion de Ahora 
los subconjuntos de la particion <pR son aquellos de la forma Az = {* £^4| 
(2,0 £R}; por lo tanto existe z£A tal que A a = es deeir, x>y£Az; - 
por lo tanto, (z, x) , (z,y)£R; por ser i? de equivalencia obtenemos 
(x 9 y) £R; esto prueba que 

Sea (*, y) £R implica x, y £Ax, Ax subconjunto de <pR implica ( x , y) £ 
(\f/o<p)R por la definicion de if/. 

Hemos probado que R = (tf/o^R, es deeir, ij/o<p — -Lm* 

La demostracion de <poij/ = I PA es analoga y la dejamos como ejercicio. 

El teorema nos demuestra que existe correspondencia biumvoca entre 
particiones y relaciones de equivalencia, la conclusion del teorema es que 
podemos usar indistintamente un concepto o el otro; o sea podemos identi- 
ficar cada relacion de equivalencia con su particion asociada. 

Algunos ejemplos ilustrativos del teorema son los que a continuacion 
dam os: 

Si A es un conjunto arbitrario y R es la relacion diagonal en Ax A, es 
decir R — { (x, x) |* £^4} entonces <pR esta dada por la familia {{#}}x e A. 

Sea A = {1,2,3}, R « {(1,1), (1,2), (2,1), (2,2), (3,3)} entonces 
<pR = {{1, 2}, {3}}. 

Sea A = Z, k £N y RCZ x Z dada por (n, m) £R si n — m = ks para 
alguna s £ Z. 

Entonces la particion esta dada por la familia {[0], [1], • • •, [A; —1]} 
donde 

[z] = {m £Z\m—i = ks, Z} 

i = {0, • • •, A: — 1}. 

Es facil demostrar que (pR es la descrita y con esto vemos que en Z 
podemos obtener particiones finitas con cualquier numero de subconjuntos 
(existen k subconjuntos en la particion obtenida). Mas adelante estudiare- 
mos en detalle este tipo de particiones. 


13. ESTRUCTURAS NUMiRICAS 

En este parrafo describiremos las estructuras numericas fundamentales. 
Estas son: 

Los numeros naturales 

N- {l,2,---}j 
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el anillo de los numeros enteros 

z- {...,-2,-1,0,1,2,...}; 

el campo de los numeros racionales 

Q = {^| a ’ fe€Z ’ b ^ Q }> 

el campo de los numeros reales R cuyos elementos son los numeros deci¬ 
mates; este se puede poner en correspondencia biyectiva con el conjunto de 
puntos de una recta 


R 


y el campo de los numeros complejos 

C = {a 4- bi\a, b £R, i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 = —1}. 

Las operaciones de suma y producto en estas estructuras satisfacen las 
siguientes propiedades: 

1. La suma es conmutativa: a 4- b = b + a para todo a, b. 

2. La suma es asociativa: (a + b) + c = a + (b + c) para todo a,b,c. 

3. Vale la ley de la cancelacion para la suma: a + c = b + c implica 
a = b para todo a, b, c. 

4. El producto es conmutativo: ab = ba para todo a, b. 

5. El producto es asociativo: ( ab)c — a (be) para todo a, b, c . 

6. Vale la ley de la cancelacion para el producto: ac = be y c ^=0 im- 
plican a = b para todo a^b^c. 

7. Existe un elemento neutral para el producto, 1, tal que 

la = a para todo a. 

8. El producto distribuye la suma a (b + c) — ab + ac para todo a , b, c. 
Excepcion hecha de los numeros naturales, para las restantes estructuras 

se cumplen: 

9. Existe un elemento neutral para la suma, cero, tal que 

0+fl = a para todo a. 

10. Para cada a existe un inverso aditivo, — a , tal que 


~a + a = 0. 
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Para Q, R y C se cumple tambien: 

11. Para cada a existe un inverso multiplicativo 3 ar 1 ) tal que 

a- 1 •a = 1. 

En estas estructuras (excepto para los numeros complejos) existe tam¬ 
bien una relacion de orden, <, que satisface: 

12. El orden es transitivo: a < b y b < c implican a < c para todo 
a, b, c. 

13. Vale la tricotomia para el orden: 

Dados a y b se satisface una y solo una de las condiciones: 

i) a < b; 

ii) a = b; 

iii) b < a. 

14. El orden es compatible con la suma: a < b implica a + c < b+ c 
para todo a, b, c. 

15. El orden es compatible con el producto: a < b y 0 < c implican 
ac < be para todo a, b, c. 

Una estructura algebraica con dos operaciones que satisfacen las pro- 
piedades (1) a (10) es llamada anillo conmutativo con unitario. Si ademas 
se satisface la propiedad (11), entonces la estructura es llamada campo. Es¬ 
tructuras como las anteriores en las que ademas existe un orden que satisface 
las propiedades (12) a (15) se llaman anillo ordenado y campo ordenado. 



Calculo 
combinatorio 



Este capitulo consta, en primer lugar, de una presentacion intuitiva de los 
conceptos de ordenaciones con repeticion, ordenaciones, permutaciones y 
combinaciones. 

A continuacion se habla de funciones entre conjuntos finitos y se inter¬ 
pretan los conceptos anteriores a la luz de estas ideas. Esta exposicion no 
requiere la lectura previa del capitulo uno. 

Se termina el capitulo con el planteamiento de gran numero de proble- 
mas tipicos y la resolucion de algunos de ellos. 


1. EJEMPLOS ILUSTRATIVOS 

Este parrafo esta dedicado a ilustrar, mediante varios ejemplos, proble- 
mas y ejercicios, los conceptos de ordenaciones con repeticion, ordenaciones, 
permutaciones y combinaciones. 

Ordenaciones con repeticion. Iniciaremos la exposicion con varios 
ejemplos: 

1. Consideremos las letras a,b 3 c. A cada una de las “palabras” de dos 
letras que se puedan formar usando exclusivamente las letras consideradas 
se le llama ordenacion con repeticion de las letras a, b, c tomadas de dos en 
dos. Aqui “palabra” no tiene el sentido usual; “palabra” quiere decir sim- 
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plemente una lista de letras sin que estas tengan necesariamente algun sen- 
tido o sigan alguna regia. Por ejemplo: 

aa ac cb, 

se consideran palabras. Un procedimiento util para escribir todas estas pa- 
labras consiste en formar una tabla: 


c 

ac 

be 

cc 

b 

ab 

bb 

cb 

a 

aa 

ba 

ca 


a 

b 

c 


Es facil convencerse que, de esta manera, hemos obtenido todas las pala¬ 
bras de dos letras con el “pequeno alfabeto” a, b, c. O sea, podemos afirmar 
que el numero de ordenaciones con repeticidn de las letras a, b 3 c tomadas 
de dos en dos es nueve. 

2. Supongamos que para ciertas transmisiones de tipo telegrafico se dis¬ 
pone de dos sonidos, uno corto, llamado punto y uno largo, llamado raya. 
Con estos podemos formar senales de un solo sonido, senales de dos sonidos, 
etc. A las senales de un sonido les llamaremos ordenaciones con repeticion 
de los sonidos, punto, raya, tornados de uno en uno. Estas son dos: 

punto raya 

o, simbolicamente, 


En forma analoga, las ordenaciones con repeticion de los sonidos ., — 
tornados de dos en dos seran las senales de dos sonidos 


las cuales podriamos obtener mediante una tabla como la del ejemplo 1: 


Las senales de tres sonidos son las ordenaciones con repeticion de ., — 
tornados de tres en tres. Para escribirlos todos, podriamos hacer una tabla 
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en la cual en un lado hemos puesto todas las senales de dos sonidos y aba jo 
los sonidos . y —: 



^Por que estas ocho senales son todas las de tres sonidos? Esto es claro, 
pues si consideramos una serial arbitraria de tres sonidos pueden ocurrir dos 
cosas: que empiece con un punto o con una raya. Si empieza con un punto 
los dos sonidos restantes seran una serial de dos sonidos y por lo tanto estara 
en la lista del lado izquierdo (pues ahi figuran todas las de dos sonidos); 
luego, la sefial dada estara en la primera columna de la tabla. Si empieza 
con una raya, un razonamiento analogo indica que la serial estara forzosa- 
mente en la segunda columna. 

Hemos visto asi que hay ocho ordenaciones con repeticion de los sonidos 
— tornados de tres en tres. 

Para formar las senales de cuatro sonidos, es decir, las ordenaciones 
de ., — tornados de cuatro en cuatro podriamos proceder en forma analoga 
partiendo de las de tres sonidos (vease el ejercicio 3). 

EJERCICIOS 

1. Escribanse todas las ordenaciones con repeticion de los objetos del 
conjunto {1,2,3} tornados de dos en dos. 

2. ^Cuales son las ordenaciones con repeticion de los objetos del con- 
junto anterior tornados de uno en uno? 

3. Diganse todas las ordenaciones con repeticion de los sonidos ., — 
tornados de cuatro en cuatro. ^Cuantas son? 

4. Escribanse todos los numeros de tres cifras que se pueden formar 
con los digitos 1,2,3. ^Cuantos hay? 

5. Escribanse todos los numeros de dos cifras que se pueden formar con 
los digitos 1, 2, 3, 4, 5. ^Cuantos hay? 

OR m . Usaremos el simbolo OR m para indicar el numero de ordena- 

n n 1 

ciones con repeticion de n objetos tornados de m en m. En los ejemplos y 
ejercicios anteriores puede verse que 


OR 2 = 3 2 , OR 2 = 4 2 , OR 3 = 2 3 , OR 3 = 3 3 , OR 2 « 5 2 . 

3 3 4 3 2 3 3 3 5 
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Se demostrara mas adelante que 

OR m = n m . 

n 

Ordenaciones. Como antes, se ilustrara el concepto con varios ejemplos. 

3. Alterando ahora la situacion del parrafo anterior supongamos que 
con las letras a, b , c queremos formar palabras de dos letras distintas. Estas 
palabras seran 

ab ac ba be ca cb 

y recibiran el nombre de ordenaciones de los objetos a, b 3 c tornados de dos 
en dos . 

4. Consideremos ahora un alfabeto de cuatro letras: a>b,c 3 d y forme- 
mos todas las palabras que consten de dos letras distintas. Estas seran las 
ordenaciones de los objetos a, b , c, d tornados de dos en dos. Observese que 
para obtener estas basta omitir aquellas palabras del ejemplo 2 en que figu- 
ren letras repetidas. Obtenemos: 

ab ac ad ba be bd ca cb cd da db dc . 

De las OR* ordenaciones con repetition que se tenian se omitieron aa } bb> 

cc 3 dd. Por consiguiente el numero de ordenaciones de cuatro objetos torna¬ 
dos de dos en dos es 4 2 — 4 = 4(4—1) =4*3 = 12. 

Guando se hable de las ordenaciones de los objetos de un conjunto con 
n elementos tornados de m en m se supondra siempre que m^n pues en 
caso contrario no habria ninguno, ya que una lista con m elementos tornados 
de un conjunto de n elementos tiene necesariamente repeticiones si m > n. 

0“. Usaremos el simbolo O™ para indicar el numero de ordenaciones 

de n elementos tornados de m en m. Asi pues, en los dos ejemplos anteriores 
se tiene que 

O* = 3 2 - 3 = 3 • 2 = 6, O* = 4 • 3 = 12. 

3 4 

Se demostrara mas adelante que 

O™ = n(n-l) (n-2) ••■(« —m+1) 

(este simbolo, O vn i esta definido unicamente cuando n ^ m ). 

n t 

La formula anterior debe interpretarse como sigue: O m es el producto 

de todos los numeros naturales entre n y (n — m + 1) incluso; es decir, de los 
m factores de la forma n — ien donde i = 0 , 1 , 2, ..., m— 1 . 
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Por ejemplo, O 1 = 5,0 ! = 5-4, O 3 = 5-4.3. O 4 = 5-4-3.2, O 5 = 5-4- 

5 5 5 5 ' 5 

3-2-1. 

Como casos especiales, se tiene 

0' = n, 0" = n(n- 1) --- 2-1. 

n n v ' 


EJERCICIOS 


6. Escribanse tcdas las palabras de tres letras distintas que se pueden 
formar con las letras a,b,c,d. ,;Cuantas hay? Vcrifiquese la formula para 
este caso. 

7. Escribanse todos los numeros de dos cifras distintas que se pueden 
formar ccn los digitos 1, 2, 3, 4, 5. Cuentense cuantos hay y verifiquese el 
valor de O 2 . 


8. <:Que senales de tres simbolos distintos pueden formarse con los ele- 

mentos de {., —, Compruebese que hay O 2 senales. 

9. <; Cuales son los numeros de tres cifras distintas que se pueden formar 
con los digitos 1,2,3, 4? Compruebese la validez de la formula para este 
caso. 

10. <;De cuantas formas ordenadas puede llenarse un estante de tres 
lugares si se dispone de cuatro libros distintos? Escribanse todas las ordena- 
ciones de estos. Contestese la misma pregunta si el estante tiene 7 lugares 
y se dispone de 11 librcs. 

11. Si disponemos de cuatro lienzos de diferente color y queremos for¬ 
mar banderas bicolores, ^cuantas banderas es posible obtener? 

12. Usando la relacion OK 2 = n 2 demuestrese que O 2 = n(n—1). 

(Recuerdese el ejemplo 4 de este parrafo). 

13. Calculese 


0 \ O 5 , 0 \ O 3 , O 3 , O 3 , O 5 . 

c 7 -4 ? 100 J 1 002 5 q 


14. Compruebese que 


O 4 O 3 = o\ 

O 5 O 2 O 2 = o°, 

9 4 2 D 5 

O n -1 = O n . 


15. Encuentrese el valor de n si: 


a) O 2 = 42. 

7 n 

b) O 3 = 120. 

7 n 

c) O n = 210. 

' 7 


Permutaciones. A las ordenaciones de un conjunto de n elementos. 
tornados de n en n, se les llama permutaciones de los n elementos. Por 
ejemplo: 
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5. Las permutaciones de { a , b,c} son las palabras de tres letras en las 
que no haya repetition de letras. Estas son: 

abc acb bac bca cab cba. 

6. Las banderas bicolores que se pueden hacer con los colores bianco y 
verde son las permutaciones de los colores bianco y verde: 


Figures 2.1 

P n , n! El simbolo P n denotara el numero de permutaciones de un con- 
junto de n elementos. De la formula dada para el numero de ordenaciones 
se obtiene 

Pn = O n = n(n- 1) ... 2*1 = 1-2 ... 7i. 

Es decir, P n es el producto de los n primeros numeros naturales. Este pro- 
ducto se acostumbra denotar por ti!, es decir, se tiene que 

P n - n! = 1-2-3 ... n 

y recibe el nombre de factorial de n. Por ejemplo, 

1! = 1, 2! = 2, 3! = 6, 4! = 24, 5! = 120 
6! = 720, 7! == 5 040, 8! = 40 329, 9! - 326 880. 

Observese que 

ti! = (n— 1)! n. 

EJERCICIOS 

16. Escribanse todas las palabras de tres letras distintas que se pueden 
formar con las letras a, b } c. 

17. Escribanse todos los numeros de cuatro cifras distintas que se pue¬ 
den formar con los digitos 2, 4, 6, 8. 

18. El numero de permutaciones de los elementos de (a, b, c,d,e) es 
120. Escribanse 10 de ellas. 
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19. <*De cuantas maneras podemos colocar diez libros distintos en un 
estante que liene 10 lugares? 

20. En los ejercicios 16, 17 y 18 compruebese la validez de la formula 
para P„. 

21. «:De cuantas maneras se pueden distribuir 15 libros diferentes entre 
15 alumnos? 

22. Un matematico tiene lugar en su casa para guardar 5 automoviles. 
Si tiene un Bentley, un Ferrari, un Aston Martin, un Maserati y un Stutz, 
<ide cuantas maneras puede guardarlos? 

23. Calculese 

PHi P29/P27, P4P1.2IP.i6i ( n 1 ) !/w!, n\/(n — 2 )! 

24. Compruebese que 

0 4 P = P 7! + 8! = 7! • 9 

73 7 

1 003! + 1 004! + 1 005! = 1 003! • 1 005 2 . 

25. a) ^Cual es el valor de n si n! = 39 916 800? 

b) <iExiste un numero natural n tal que n! = 5 820? 

c) Demuestrese que 

n\ + (n+1)! = n\(n + 2), 

n! + (n + 1)! + (n + 2)! = n!(n + 2) 2 . 

Combinaciones. Si A es un conjunto con n elementos, los subconjun- 
tos de A que constan de m elementos se Hainan tambien combinaciones de 
los n elementos de A tornados de m en m. 

Ilustraremos esta definicion con ejemplos. 

7. Las combinaciones de los elementos del conjunto {a, b, c} tornados 
de dos en dos son los subconjuntos de {a, b,c} que tienen dos elementos. 
Es decir, son: 

{a, b }, {a, c), { b, c}. 

Las combinaciones de los mismos tornados de uno en uno son 
{a}, {b}, {c}, 

y tornados de 3 en 3 hay una sola, que es {a, b, c). 

8. Una situacion tipica en donde aparece el concepto de combinacion 
se presenta al considerar las comisiones que consten, por ejemplo, de tres 
personas que se puedan elegir entre cinco candidatos. Cada una de estas 
comisiones es, en efecto, un subconjunto de tres elementos, del conjunto for- 
mado por los cinco candidatos. 

Denotando con 1, 2, 3, 4, 5 a los candidatos, las comisiones posibles son 


{1,2,3}, {1,2,4}, {1,2,5}, {1,3,4}, {1,3,5}, 
{1,4,5}, {2,3,4}, {2,3,5}, {2,4,5}, {3,4,5}. 
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Asx pues, el numero de combinaciones de 5 elementos tornados de 3 en 3 
es 10. 

9. Si en el ejemplo anterior suponemos que uno de los candidatos no es 
elegible, para obtener todas las comisiones posibles de tres personas, basta 
considerar aquellas de la lista anterior en que no figure la persona no ele- 
gible. Si la no elegible es, por ejemplo la 5, las comisiones posibles son 

{1,2,3}, {1,2,4}, {1,3,4}, {2,3,4}. 

Por tanto la respuesta es el numero de combinaciones de cuatro ele¬ 
mentos tornados de 3 en 3 que es 4. 

C m . El numero de combinaciones de n elementos tornados de m en m\ 

n 

es decir, el numero de subconjuntos con m elementos de un conjunto de 
n elementos se denota con C™. Se probara mas adelante que 

Qn p _ Qm 
n m n 

o bien, explicitamente, 

n(n-l) ... (n-m+1) 

— _ _ ___ 

* 1*2 • •. m 

o tambien, 

n\ 

C™ = -. 

n m\(n~m )! 

Notese que al hablar de combinaciones de n elementos tornados de m en 
m 3 el numero m es menor o igual que n. 

EJERCICIOS 

26. ^Cuantos equipos de basquetbol se pueden formar de un grupo de 

9 jugadores? (Un equipo consta de cinco jugadores.) 

27. Sea A — {a, b, c, d, e). Escribanse todos los subconjuntos de A y 
deduzcanse los valores C\ C 2 , C 3 , C 4 y C 5 . 

28. El juego de domino consta de 28 fichas y una mano consta de 7 
fichas. <:De cuantas formas se puede seleccionar una mano? 

29. ^De cuantas maneras puede seleccionarse una patrulla de 3 entre 

10 sol dados? 

30. Una mano de poker consta de cinco cartas. <: Cuantas manos de 
poker diferentes hay? (La baraja tiene 52 cartas.) 

31. Una mano de bridge consta de 13 cartas. ^Cuantas manos posi¬ 
bles hay? 

32. Calculese 

C\ C 5 , C 3 , C 12 , C 2 , C 100 °. 

9 7 15 ^ 15 1 002 7 1 002 
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33. Compruebese que 

ill 

C 7 « c 4 C 1 = 

11 11 11 7! 4! 

C 1 + C 2 + C 3 + C 4 + C 5 + C 6 - 2 6 — 1. 

6 6-6 6 6 6 

34. Compruebese que 

C 3 + C 4 = C\ C 4 + C 5 = C 5 , 

8 S 9’ 10 10 ll’ 

C 3 + C 2 + C 3 = C 3 . 

7 7 8 9 

35. Encuentrense los valores de n si 

C 3 = 220 C 4 =15 C 3 = 364 5C 5 = 8C 4 . 

n n-i n n+x n 

2. FUNCIONES 

La gran importancia que el concepto de funcion juega en las matema- 
ticas se debe a que casi cada situacion de la experiencia diaria es suscep¬ 
tible de ser interpretada como una funcion. Citaremos a continuacion 
varios ejemplos simples en los cuales se exhibe la forma en que se pueden 
lograr tales interpretaciones y obtener funciones de ciertos conjuntos en 
otros. A1 mismo tiempo iremos recordando la terminologia y notacion 
usuales. 

Ejemplos: 

1. Sea A el conjunto de los alumnos de cierto grupo de una escuela, 
y B el conjunto de bancas que hay en su salon. Supongamos que a cada 
alumno se le ha asignado un lugar en el salon. Esto puede interpretarse 
como una funcion A B en que a cada alumno (es decir, a cada elemento 
del conjunto A) se le asocia una determinada banca (es decir, un ele¬ 
mento del conjunto B) . Convenimos que a varios alumnos se les puede 
asociar la misma banca, pero que a un mismo alumno no se le pueden asig- 
nar dos bancas distintas. (Si esto ultimo ocurriera no diriamos que se trata 
de una funcion de A en B.) 

2. Si llamamos ahora A al conjunto de las once casas que hay en el 
Callejon del Sapo y N es el conjunto de los numeros naturales, cierta 
oficina del Departamento Central se ocupa de establecer una funcion 
f:A —» N al asignar a cada casa (es decir, a cada elemento del conjunto A) 
su “numero oficial” (un elemento de N). Aun cuando en dicha oficina se 
equivocaran y a dos o mas casas distintas les dieran el mismo numero 
seguiriamos diciendo que se trata de una funcion de A en B. Pero si la 
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equivocation consistiera en asignarle dos o mas numeros a una misma casa, 
entonces diriamos que dicha asignacion no es una funcion de A en B. 

3. El encargado de un equipo de beisbol debe, al principiar cada par- 
tido, decidir que posiciones ocuparan sus jugadores en el campo. Las posi- 
ciones son las de lanzador (p), receptor (c), primera base (lb), segunda 
base (2b), parador en corto (ss), tercera base (3 b), jardinero izquierdo, 
(If), jardinero central (cf) y jardinero derecho (r/). Supongamos que 
el equipo consta de 17 jugadores identificables por sus numeros del 1 al 
17. Si llamamos A al conjunto de las posiciones, es decir, 

A = {P> c > lb, 2b, ss, 3 b. If, cf, rf} 

y B = {1,2, —,17} al de los jugadores, lo que hace el encargado es esta- 
blecer una funcion de A en B. Por ejemplo, la siguiente lista o tabla nos da 
una de estas funciones: 


posiciones 

jugadores 

p 

15 

c 

13 

lb 

10 

2b 

1 

ss 

9 

3 b 

12 

If 

3 

cf 

6 

rf 

8 


4. Es frecuente tener que formar parejas (ordenadas) de objetos de cier- 
to conjunto, por ejemplo parejas de numeros enteros como (2, 5), ( — 7,3 ), 
(3, 0). Veamos como cada pareja puede interpretarse como una funcion. Sea 
A el conjunto que conste de dos objetos: 

A — (primer lugar, segundo lugar} 

y Z el conjunto de los enteros. La pareja (2, 5) puede interpretarse como la 
funcion que asigna al primer lugar el 2 y al segundo el 5; la pareja (— 7, 3) 
es la funcion que asocia —7 al primer lugar y 3 al segundo. 

Observemos en estos ejemplos que la pareja (7, 7) es la funcion que al 
primer lugar le asocia el 7 y al segundo lugar tambien le asocia el mismo 
numero 7. Es decir, a dos elementos distintos de A podemos asociar un 
mismo elemento de B. Lo que no podemos hacer es asociar a un elemento 
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de A dos o mas elementos de B. Lo que obtendriamos no se llamaria funcion; 
no seria una pareja. 

5. El producto cartesiano de dos conjuntos. Recordemos que el producto 
cartesiano A X B de dos conjuntos A y B es el conjunto de parejas [orde- 
nadas] (a, b) tales que a es un elemento de A y b un elemento de B, es 
decir, 

A X B = { [a, b) \a £A, b £B}. 

Si designamos ahora con C el conjunto {primer lugar, segundo lugar} o, 
por abreviar C = {1, 2}, vemos que los elementos del producto cartesiano, 
es decir las parejas (a, b) mencionadas, pueden interpretarse como funciones 

f:C-*A X B 

tales que /(1) £A y /(2) £B. De esta forma, los elementos de un producto 
cartesiano pueden pensarse como funciones. 

6. Como ultimo ejemplo podemos dar la funcion de Z en Z que a cada 
entero asocia un cuadrado, es decir, dada por 

n |-» n 2 . 

Funciones; notacion. Observemos que en todos los ejemplos anteriores, 
al hablar de una funcion hemos dispuesto siempre de un conjunto A (alum- 
nos en el primero, casas en el segundo, posiciones en el tercero, primero y 
segundo lugares en el cuarto y Z en el quinto) y cierta forma en que a cada 
elemento de A se le ha asociado un elemento de B. Como se menciono en el 
capitulo primero, al primer conjunto se le acostumbra llamar el dominio 
de la funcion, al segundo el codominio y es usual la notacion 

f:A —> B 

para indicar que / es una funcion de A en B, es decir, con dominio A y 
codominio B. Si al elemento a de A le corresponde el elemento b de B 
escribimos f(a) —bo tambien a [—•> b. Por ejemplo, si / es la funcion de 
la tabla del ejemplo 3, podemos escribir f(p) = 15, f(c) = 13, f(lb) = 10, 
etcetera. En el caso de la pareja ( — 7,3) del ejemplo 4 si / es la funcion 
que determina esta pareja, podriamos escribir 

/(primer lugar) = -7. /(segundo lugar) =3. 

Dos funciones / y g se consideran iguales si tienen el mismo dominio y el 
mismo codominio, es decir, si las dos son funciones de un mismo conjunto 
A en un mismo conjunto B y para todo elemento a de A , f(a) — g(a). 
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En el calculo combinatorio y sus numerosas aplicaciones [y muy en espe¬ 
cial en el calculo de probabilidades (caso discreto)] se trabaja constante- 
mente con funciones de conjuntos finitos en conjuntos finitos. Tambien en 
otras ramas de las matematicas, como por ejemplo, la teona de grupos y sus 
importantes aplicaciones, el papel que juega este tipo de funciones es de 
singular interes. 

Mas ejemplos: 

Daremos a continuation varios ejemplos mas y una notacion que se usara 
a lo largo de este capitulo. 

7. Sea A el conjunto que consta de los elementos 1, 2, 3 y B el formado 
por las letras a , b } c , d. Es decir, 

A = {1,2,3} B = {a,b,c,d). 

Si, como ejemplo, la funcion f:A -> B esta dada por 

/(!)=*, /(2) “ d 9 /(3) = c, 

o bien por la tabla 


A 

B 

1 

a 

2 

d 

3 

c 


sera muy comoda, en lo que sigue, la notacion 



Es decir, en el primer renglon escribimos (no importa en que orden) todos 
los elementos del dominio y debajo de cada uno de ellos los elementos del 
codominio que les corresponden segun la funcion. O sea, la funcion anterior 
la podemos escribir tambien en las formas 



2 

d 



Una expresion de la forma 


/I 2 2 3\ 
\a c b d) 
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no representa funcion alguna pues al mismo elemento 2 de A se le han 
asociado dos elementos distintos de B. Si recordamos lo dicho en el capitulo 
uno, esta expresion representa una relacion (que no es funcion), a saber, 
la formada con las parejas (1 ,a), (2 ,c), (2 , b) y (3, d). Tampoco 

G!) 

representa una funcion de A en B , pues no hemos dicho que elemento de B 
debe asociarsele al elemento 1 de A (es, de nuevo, simplemente una rela¬ 
cion). Esta ultima expresion define, sin embargo, una funcion del conjunto 
{2,3} en 5. 

8. Muchas veces en el calculo combinatorio y en el calculo de proba- 
bilidades necesitaremos contar cuantas funciones de cierto tipo podemos 
definir de un conjunto en otro. Por ejemplo, supongamos que se nos pide 
encontrar cuantas senales en forma de banderas bicolores podemos formar si 
disponemos de tres colores, digamos, bianco, verde y rojo. 

Greemos conveniente aqui observar que en este tipo de problemas lo 
primero que se debe hacer es aclarar bien los datos del enunciado. Por 
ejemplo, en este caso debemos especificar que por “banderas bicolores” 
entendemos que sean con dos colores distintos . Ademas debemos aclarar si 
dos banderas como las siguientes 



Figura 2.2 


las consideramos iguales o no (por ejemplo, para cierto tipo de senales, en 
donde el asta no se pueda observar bien desde lejos y donde el aire pueda 
“voltear” la bandera), ambas senales convendria considerarlas como la mis- 
ma. Para los efectos de este ejemplo supondremos que estas son distintas. 

<;C6mo interpretar cada bandera de estas como una funcion? 

Sea A = {1,2} indicando con 1 (para abreviar la notacion) el lugar 
de la bandera junto al asta y con 2 el otro lugar. Sea B = {b,v,r} indi¬ 
cando los colores con sus iniciales. Las banderas dibujadas antes se pueden 
interpretar como las funciones 
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(ID (ID 

respectivamente. Las funciones 

(ID (ID 

representarian la rojiverde y la blanca-blanca, pero hemos convenido en no 
considerar esta ultima como bandera bicolor. Podemos hacer facilmente la 
lista de todas las funciones de i en 

g 9 g d a d e d g d 

G D G > 2 ) G l) G ?)• 

De estas, las que representan banderas bicolores, segun los convenios que 

hemos hecho, son 

G 2 ) G 2 ) G l) G 2 ) C D C * 2 )- 

o sea 

pi pi (C ps | G pi 

Figura 2.3 

Es decir, hay seis banderas. 

Este ejemplo, aun cuando pueda parecer demasiado sencillo, es tipico 
del calculo combinatorio y nos servira ademas para iniciar la discusion, en 
el proximo parrafo, de ciertos tipos especiales y muy importantes de fun¬ 
ciones. 

EJERCICIOS 

I* La mesa directiva de un club que tiene 50 socios consta de un pre- 
sidente, un secretario y un tesorero. Interpretese como funcion la eleccion 
de una mesa directiva. ^Cual es el dominio y el codominio? Dense ejem- 
plos de algunas de estas funciones. 
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2. Interpretese como funcion el resultado de un examen en un grupo 
de alumnos. Si las calificaciones son del 0 al 10 y el grupo consta de 15 
alumnos describase el dominio, el codominio y dese un ejemplo. 

3. Utilizando el simbolo introducido en el ejemplo 7 para denotar fun- 
ciones de conjuntos finitos en con juntos finitos, escribanse todas las funciones 
del conjunto A = {x 3 y 3 z) en el conjunto B = {a 3 b). Escribanse tambien 
todas las funciones del conjunto B en el conjunto A. 

4. Bajo las mismas condiciones del ejemplo 8 interpretense como fun¬ 
ciones las banderas tricolores. ^Pueden dibujarse todas y decirse cuantas 
hay? 

(Los ejercicios siguientes puede omitirlos el lector que haya estudiado 
el capitulo uno.) 

5. Si A = {1, 2, 3, 4} y B = {x,y, z), ^cuales de los simbolos siguientes 
representan funciones de i en B? Expliquese por que. 

(2 3 4W1 2 3 4W1 2 3 4W3 1 2 4\ 

\x y z) \x y z z) \x y z t) \z x y z) 

/I 2 3 4\ n 2 3 4 1\ f\ 2 3 4 5\ 

\x x x x) \x y y z z) \x y x y x) 

^Hay dos funciones iguales en esta lista? 

6. Una funcion f:A-+B se llama constante si a todos los elementos de 
A se les asocia un mismo elemento de B. Por ejemplo si A = {1, 2, 3, 4} y 
B = {a>b,c, d, e) y la funcion 

/I 2 3 4\ 

\c c c c) 

es una funcion constante. ^Cuantas funciones constantes de A en B hay en 
este ejemplo? ^Cuantas funciones constantes hay de 5 en i? 

7. Sea A un conjunto arbitrario no vacio y B un conjunto con n ele¬ 
mentos. ^Cuantas funciones constantes hay de A en jB? 

8. Dense ejemplos de funciones constantes de un conjunto arbitrario 
no vacio A en N y de A en Z. Observese que cada funcion constante queda 
determinada por un numero de N o de Z, respectivamente. 

9. Es frecuente, para funciones, usar figuras como la que sigue para 
describir la funcion de A = {1,2, 3,4, 5} en B — {a,b y c,d} dada por 



Figura 2.4 
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/(1) == d , /(2) = a, /(3) = b, /(4) = a, /(5) = d. ^Cuales de las figuras 
siguientes representan funciones de A en B? Expliquese por que. <:Es alguna 
de ellas constante? 



10* Escribanse todos los elementos del producto cartesiano A X B si 
A = { 1, 2}, B = {a, 6, c}. Lo mismo para A = {1, 2, 3, 4}, 5 = b}. 

11. Extiendase el ejemplo 5 al caso del producto cartesiano AXBxC 
de tres conjuntos A, B y C. 


3. FUNCIONES INYECTIVAS, SUPRAYECTIVAS 
Y BIYECTIVAS * 

Definiciones. Sea f\A-*B una funcion de un conjunto A en un con- 
junto B. Se tienen las siguientes definiciones: 

La funcion f es inyectiva si, dados dos elementos arbitrarios a, a* en A 
tales que a=£a' y entonces f(a) ^Lf(a'), 

La funcion f es suprayectiva si dado un elemento arbitrario b en B existe 
un elemento a en A tal que f(a) = b. 

Si una funcion es inyectiva y suprayectiva entonces se dice que es bi - 
yectiva, 

A continuation daremos ejemplos que aclaren estas tres definiciones y 
mencionaremos varios problemas, en cuya solution se empleen: 


* Este parrafo puede omitirse si ya se ha estudiado previamente el capitulo uno. 
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1. Empecemos analizando con mas detenimiento el ejemplo 8 del pa- 
rrafo anterior. Hay 9 funciones del con junto A = {1, 2} de los lugares en el 
conjunto B = {b, v,r} de los colores. De ellas, las siguientes tres 

(1 1) c l) c O' 

no son inyectivas, pues a los lugares 1 y 2 les corresponde, en cada caso, un 
mismo color. No asi las seis funciones restantes del ejemplo. En ellas a los 
lugares distintos 1 y 2 les correspondent en cada caso, colores distintos. 

O sea, hablando en los nuevos terminos, en el problema del ejemplo 8, 
lo que se trata es de encontrar todas las funciones inyectivas del conjunto 
A en el conjunto B. 

Siguiendo, podemos preguntarnos: <;que funciones de las 9 ahi dadas 
son suprayectivas? La respuesta es que ninguna de ellas. Por ejemplo en la 
funcion 



el elemento v de B no es imagen ni de 1 ni de 2. Es claro que si hay tres 
colores y las banderas son bicolores siempre sobrara un color. 

2. En el ejercicio 3 del parrafo anterior se vio que hay 8 funciones de 
un conjunto A = {x,y,z} de tres elementos en un conjunto B = {a,b} 
de los elementos. Estas son 

lx y z\ lx y z\ lx y z\ lx y z\ lx y z\ 

a a) \a a bj \a b a) \b a a) \a b bj 

(x y z\ fx y z\ (x y z\ 

a b) \b b a) \b b b) 

Ninguna de estas es inyectiva. Por ejemplo en la tercera, a los elementos 
x, z les corresponde un mismo elemento a. 

^Cuales de las funciones anteriores son suprayectivas? Todas, menos 

(x y z\ 

\b b b)> 

pues en cada una de las restantes tanto a como b son siempre imagenes de 
algun elemento de A . 

Es conveniente, antes de continuar con los ejemplos, decir en otras 
palabras, que significa que una funcion sea inyectiva y, respectivamente, 
suprayectiva. 
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Una funcion es inyectiva si a elementos distintos del dominio le corres- 
ponden elementos distintos del codominio. Dicho aun de otra manera, si 
dos elementos x,y del dominio se transforman en un mismo elemento del 
codominio , es decir, si f(x) = f(y) entonces forzosamente x — y. 

Que una funcion sea suprayectiva significa que todo elemento del codo¬ 
minio es imagen de algun elemento del dominio (puede serlo de mas de 
uno). 

Por tanto, podemos decir que una funcion es biyectiva si todo elemento 
del codominio es imagen de uno y solamente un elemento del dominio. 

Continuemos con los ejemplos. 

3. La funcion /:Z—»Z dada por f(n) = 2 n es inyectiva. En efecto, si 
m,n £Z y /(m) = f(n) entonces 2m = 2 n, de donde m = n. 

Esta funcion no es suprayectiva. Por ejemplo, 7 no es imagen de ningun 
elemento de Z, pues si f(m) =7, 2m — 1 y m = 7/2 seria un entero, lo 
cual no es cierto. De hecho, ningun entero impar es imagen bajo / de algun 
elemento de Z. 

4. Si A = { a } b,c), B — {x^y^z}, la funcion 



es inyectiva y suprayectiva. Podemos decir entonces que esta funcion es bi¬ 
yectiva. (Como comentario podemos afirmar que las funciones de los ejem¬ 
plos 1, 2 y 3 no son biyectivas, pues o bien no son inyectivas o no son supra- 
yectivas.) 

5. La funcion /:Z-*Z dada por f(n) = n 4- 1 es biyectiva. 

En efecto, / es inyectiva, pues si /(m) = f(n), entonces m + 1 = n + 1, 
de donde m = n. Ademas es suprayectiva, pues si n es un elemento arbi- 
trario del codominio, es decir, si n £ Z, existe un elemento en el dominio, a 
saber, n— 1 £Z tal que /(n — 1) = (n — 1) 4- 1 = n. 

6. La funcion /:N—»N dada por la misma formula del ejemplo ante¬ 
rior, es decir, por /(n) = n + 1 es inyectiva pero no suprayectiva. La 
deinostracion de que es inyectiva es igual que antes. No es suprayectiva, 
pues siendo N = {1, 2, 3, • • •}, no hay en N ningun elemento de n tal que 
/(») = 1 . 

7. Si A es un conjunto arbitrario, podemos siempre definir una funcion 
de A en A, llamada la funcion identica y que se denota por \ a :A A aso- 
ciando a cada elemento de A el mismo, es decir, 1 A (a) = a para toda 
a £ A. Esta funcion es evidentemente biyectiva. 

Si f:A~^B es una funcion de A en B es usual llamar im&gen de / al 
conjunto de todos los elementos de B que sean imagen, bajo /, de algun 
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elemento de A. Por ejemplo si /:Z —>Z es la funcion dada por f(n ) = 2n, 
la imagen de / es el conjunto de todos los numeros pares. 

Con este lenguaje podemos decir que una funcion es suprayectiva si su 
imagen es igual a todo el codominio. 


EJERCICIOS 

1. Sea A = {a,b 3 c,d} } B = {1,2, 3, 4). <:Cuales de las funciones si- 
guientes son inyectivas, suprayectivas o biyectivas? 

( a b c d\ (abcd\ / a b c d\ / a b c d\ 

1 3 2 4/ \1 3 1 2/ \1 1 1 1/ ■ \2 3 1 4/“ 

2. Para los conjuntos A y B del ejercicio anterior, ^se puede encontrar 
una funcion que sea inyectiva pero no suprayectiva? 

3. Sean A un conjunto con m elementos y B un conjunto con n ele- 

mentos tales que existe una funcion inyectiva f:A->B. <;Que relacion de 

orden existe entre m y n? 

4. Sean A y B como en el ejercicio anterior, pero tales que existe ahora 
una funcion suprayectiva f:A->B. i Que relacion de orden hay entre m 
y n ? 

5. Si A y B son como en los dos ejercicios anteriores y existe una 
funcion biyectiva f:A-*B } i como son m y n ? 

6. Sea /:Z—»Z la funcion dada por f(n) == 2n — 3. ^Es inyectiva 
esta funcion? ,jEs suprayectiva? 

7. Sea /:N*-»N la funcion dada por /(n) = n + 5. <?Es inyectiva esta 
funcion? <iEs suprayectiva? 

8. Sea /:Z—» Z la funcion dada por f(n) = n 4-5. ^Es inyectiva esta 
funcion? 


4. ORDENACIONES, PERMUTACIONES Y COMBINACIONES 

En el primer parrafo de este capitulo se introdujeron, de una manera 
un tanto informal, los conceptos de ordenaciones con repeticion, ordena- 
ciones, etc. Ahora definiremos estos conceptos y ademas demostraremos las 
formulas para calcular los numeros OR m , O m y C m . 

x n n J n 

Ordenaciones con repeticion. Designaremos de aqui en adelante con 
I m al conjunto de los m primeros numeros naturales, es decir, 

I m ~ {Ij2, * * *, 771}. 

Sea A un conjunto con n elementos. Las ordenaciones con repeticion de 
los elementos de A tornados de m en m son las funciones f:I m -+A. 


Revisemos algunos ejemplos: 
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1. En el ejemplo 2 del parrafo 1 se consideraron las senales formadas 
con los sonidos ., —■. Estas senales pueden considerarse como ordenacio- 
nes con repeticion de los objetos —. Por ejemplo, las senales de tres 

sonidos seran las ordenaciones con repeticion de dichos sonidos tornados de 
tres en tres. Escritos en forma de funciones, estas son: 


c 2 3 ) c 2 .1) c 1!) c 12) (1 2 3 ) 

^1 2 3 ^ ^1 2 3^ ^1 2 3^ 

2. Las ordenaciones con repeticion de los elementos del con junto {x 3 y, z) 
tornados de dos en dos son las funciones de I 2 en A, es decir, 


C 3 (i 3 C 3 C 3 C 2 ) 

(J 3 C 3 C 3 C 3 

Estas ordenaciones con repeticion no son otra cosa, mas que las parejas 
ordenadas de elementos de A. Ellas constituyen el producto cartesiano AxA 
y se les acostumbra denotar simplemente con (x,x), (x,y) 9 etcetera. 

En forma analoga, a las ordenaciones con repeticion de los elementos 
de A tornados de tres en tres se les suele llamar ternas (ordenadas, desde 
luego) de elementos de A. 

En general, a las ordenaciones con repeticion de elementos de A tornados 
de m en m se les llama familias de m elementos de A o tambien sucesiones 
finitas de m elementos (de A). 

Cuando se usa esta terminologia, es frecuente escribir, en lugar de la 
funcion 

/123 ••• n\ 

\abc • • • ./ 

simplemente ( a,b,c, * • •). 

El producto cartesiano A X * * * X A = A m de m veces A consta de todas 
las familias de m elementos de A. 


OR ra . Como en la seccion 1, este simbolo denota el numero de ordena- 
ciones con repeticion de un con junto A de n elementos tornados de m en m, 
es decir, el numero de elementos del producto cartesiano A m . 

Demostraremos aqui que OR™ = n m . Para que sea mas clara la de- 
mostracion conviene analizar primero un ejemplo. 
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3. Sea A un conjunto, digamos, de 10 elementos y a,b dos elementos 
de A. Nos preguntamos lo siguiente: ^Cuantas funciones /:J 3 — >A hay, 
tales que 

/( 1 ) /( 2 ) = b ? 

Cada una de estas funciones que buscamos tiene ya su valor determinado 
para 1 y para 2 y por lo tanto queda unicamente por determinar su va¬ 
lor para 3; pero ya que a 3 podemos asociarle cualquier valor de A y A tiene 
10 elementos, habra exactamente 10 de estos. 

Esto podemos expresarlo diciendo que hay 10 funciones de / 3 en A que 
extienden a la funcion de J 2 en A dada por 1 |— > a, 2 |—> b. (Tambien deci- 
mos que la funcion de / 3 -» A restringida a / :2 C/ 3 es 1 |—» a 3 2 |—> b.) 

Demostraremos ahora que: 

OR™ = nOR™~\ 

n n 

En efecto, si A tiene n elementos y /: In- 1 —» A es una funcion, como en el 
ejemplo de antes, habra n funciones de I n —> A que extienden a /. Es decir, 
por cada funcion de I n - X en A hay n funciones diferentes de I n en A, lo cual 
demuestra la formula. 

La demostracion de que OR™ = n m es ahora muy facil. En primer lu- 
gar, OR 1 ^ = n pues I x - {1} y cada funcion queda determinada por un ele- 
mento de A. Supongamos la formula cierta para m— 1, es decir, que 0™~ x = 
n™- 1 . Entonces OR™ = nOR m l = nn™~ x — n™. 

n n 

Ordenaciones. Como antes, sea I m = {1, 2, • • *, rri) y A un conjunto 
con n elementos. Las ordenaciones de los elementos de A tornados de m en 
m son las funciones inyedivas de I m en A . 

Las ordenaciones son casos especiales de las ordenaciones con repeticion 
pero no reciprocamente, pues estas ultimas son funciones no necesariamente 
inyectivas. 

Un ejemplo ilustrativo: 

4. Las palabras de tres letras distintas formadas con el alfabeto A = { a , 
b s c,d,e) son las ordenaciones de A tomadas de tres en tres, pues cada una 
de ellas es, en efecto, una funcion inyectiva de / 3 en A. Por ejemplo la 
palabra eda es la funcion 



0“. Para demostrar que el numero de ordenaciones de un conjunto 
A con n elementos tornados de m en m es 
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02 = n{n— 1) • • • (n — m + 1) 

seguiremos un razonamiento analogo al utilizado para probar la formula de 
la seccion anterior. 

Empecemos, como antes, con un ejemplo. 

5. Sea, como en el ejemplo 4, A = { a , b > c } d, e}. Gonsideremos una fun- 
cion inyectiva /:/ 2 -» A , por ejemplo 

C 5)- 

Nos preguntamos ahora: <; Cuantas funciones inyectivas hay de J 3 —» ^4 tales 
que en 1 y 2 coincidan con /? 

Si 



es una funcion inyectiva de I 3 en A, x puede ser cualquier elemento de A, 
excepto e, d, es decir cualquiera de las 5 — 2 = 3 letras restantes: 

(1 2 3\ /I 2 3\ (1 2 3\ 

\e d a)’ b d b)’ \e d c)' 

Resumiendo, por cada funcion inyectiva de Z 2 -» A hay 3 funciones inyec¬ 
tivas de 7 3 —» A. 

Este ejemplo nos sirve para ilustrar la demostracion de que 
O m = (n-m+1) O 9 *- 1 . 

En efecto, si —»^4 es una funcion inyectiva, esta puede extenderse 

a una funcion inyectiva de I m —> ^4 de n — (m — 1) maneras distintas, pues al 
elemento n de 7 W le podemos asociar cualquier elemento de A> excepto 
los elementos m — 1 de A:f(l), /(2), • • *, f(m — 1) ; (estos son distintos, pues 
/ es inyectiva). Asi pues, por cada funcion inyectiva de en A hay 
n— (m—1) =71 — 171+1 funciones inyectivas distintas de I m en A, lo cual 
prueba la formula. 

Finalmente, es evidente que O* = n. Entonces, segun la formula ante¬ 
rior, 0 2 n = (n — 2 + 1)0^= (n — l)n = n(n— 1). Si suponemos, inductiva- 
mente, que 

O™- 1 = n(n—l) • • • (n— (m — 1) + 1) = 


= n(n— 1) • • • (n — m + 2), 
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tenemos que 

O m = (n — m + l) O™- 1 , 

n ' n 

de donde 

O m = n(n — 1) ... (w — ra + 2) (n — m + l), 

que es la formula que se queria probar. 

Permutaciones. Las permutaciones de un conjunto A son las funciones 
biyectivas de A en A. 

Si A es un conjunto finito, toda funcion inyectiva de A en A es biyec- 
tiva.* 

Sea A = {a 1} • • a n } y f :A^> A una permutacion de A. Entonces po- 
demos identificar la permutacion / con la ordenacion g : J n —» A dada por 

g(i) = fM, ’ ■ *» g( n ) = /(<*»)• 

Por ejemplo, si A = b } c), las 6 permutaciones de .4 son 

/a b c\ fa b c\ (a b c\ fa b c\ 

\a be) \ a c b) yb a c) \b c a) 

( a b c\ (a b c\ 

cab) \c b a) 

las cuales pueden identificarse con las ordenaciones de A tomadas de 3 en 3: 

/I 2 3\ /I 2 3\ /I 2 3\ n 2 3\ 

\a be) c b) a c) \b c a) 

n 2 3\ n 2 3\ 

\c a b) \c b a) 

Si P n indica el numero de permutaciones de un conjunto con n ele- 
mentos, se tiene entonces 

P n = O n = 1-2 ••• n = n\ 

n 

Combinaciones. Como se dijo en el parrafo 1, si A es un conjunto con 
n elementos, las combinaciones de los elementos de A tornados de m en m 
son los subcon juntos de A que consten de m elementos . (Suponemos 0 — m 
~ n .) 

Si C m indica el numero de combinaciones de los elementos de A tornados 

n 

de m en m probaremos ahora que 

C m P m = O m . 

n n 

* Esta propiedad puede tomarse como caracteristica de los conjuntos finitos. 
(Vease el ejemplo 4 pag. 56 y los ejercicios 1, 2, 3, 4, 5 y 7 de la pag. 57.) 
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Sea S el conjunto de todas las ordenaciones de los elementos de A torna¬ 
dos de m en m y T el conjunto de todas las combinaciones de los elementos 
de A tornados tambien de m en m. (El numero de elementos de S es 
y el de T es C m .) Asociemos ahora a cada ordenacion una combinacion 
en la forma siguiente: 

(\ 2 • • • m\ r . 

{a u a 2 , • • •, a m }. 

\#i a 2 * • • &m) 

Esto determina una funcion S —> T que es evidentemente suprayectiva. 
Ademas hay exactamente P m ordenaciones a las que corresponde la misma 
combinacion. Por ejemplo, si m = 3, a las seis ordenaciones 


c 


2 3\ 
b c) 



n 2 3\ /I 2 3\ 

[b a c) \b c a) 



les corresponde la combinacion {a, b, c }. Por tanto, el numero de elementos 
de S es igual a P m veces el numero de elementos de T, lo que quiere decir que 
O m = C m P m . 

n n 

De esta formula se obtiene 


n(n — 1) • • • (n —m+ 1) 


pues O™ = n(n — 1) • • • (n-m+1) y P m = ml 

A los numeros de la forma C™ se les acostumbra llamar coeficientes 

binomiales pues aparecen como coeficientes en el desarrollo de la formula 
del binomio de Newton: 


(a + b) n = C°a n + C 1 a n ~ 1 b + C 2 o n ~ 2 b 2 - • • + C n b n . 

n n n n 

(C® = 1), pues es el numero de subconjuntos de A que no tienen elementos 
de los cuales hay uno solo, el conjunto vacio <£. 

P ara demostrar esta relacion consideremos un conjunto A 
con n elementos. Sea S el conjunto de todas las combinaciones de los ele¬ 
mentos de A tornados de m en m y T el conjunto de todas las combinaciones 
de los elementos de A tornados de n — men n — m . La funcion de S en T que 
asocia a cada combinacion su complemento es claramente biyectiva. Por 
consiguiente, el numero de elementos de S, es decir, C™, es igual al de ele¬ 
mentos de T, que es C n ~ m 3 con lo cual queda probada la formula. 
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C° + C 1 + C 2 + • • • + C n = 2 n . Observemos primero que la suma del 

n. n n . n 1 1 

lado izquierdo de la igualdad es el numero total de subconjuntos de un 
con junto A con n elementos, pues C™ es el numero de subconjuntos de A 

con m elementos y m varia de 0 a n. 

Para demostrar esta relacion consideremos el conjunto A = { 1, 2, • • *, n}. 
A cada subcon junto B de A asociemos una funcion, 


en la forma siguiente: 





si 

si 


x £B 

*tB 


(f B se llama la funcion caracteristica del subconjunto B, pues dada la fun- 
cion, el conjunto B queda ya determinado). Esto establece una correspon- 
dencia biyectiva entre los subconjuntos de A y las funciones de A en 
{ £, £ }. Por lo tanto el numero total de subconjuntos de A } es decir, C° + 

C* + • • • C£ es igual al numero de funciones de A en { £, £ } que es 2 n , 
con lo cual queda probada la formula. 


Formula del triangulo de Pascal. 

Esta formula es: 

C '- 1 + C r = C r . 

n n tw-l 

Para su demostracion consideremos el conjunto con n + 1 elementos 
A = {1,2, ..., n, n + 1}. Los O r subconjuntos de A con r elementos po- 

demos clasificarlos en dos tipos: 

a) los que no contienen al elemento n + 1, de los cuales hay C 
. . b) los que contienen a n +1. Estos estan determinados por los subcon¬ 
juntos de A f = {1, 2, • • *, n) con r — 1 elementos, de los cuales hay 
C r ~\ 

n 

Por consiguiente C r = C r + C r_1 . 

° n+i n n 

Esta formula permite escribir el triangulo de Pascal, 


C° 

0 

C° C 1 
1 1 


C° C 1 C 2 
2 2 2 


C° C 1 C 2 C 3 

3 3 3 3 


C° C 1 C 2 C 3 O 

4 4 4 4 4 
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en el cual cada numero C r es igual a la suma de C r que se encuentra en 
el renglon anterior y en la ir.isma columna, y de C'" 1 que se encuentra a la 
izquierda de C r . Por ejemplo, C 2 = C 2 + C\ C 2 = C 2 + C 1 . (Los de 
la primera columna, valen todos 1 y el ultimo numero de cada renglon, 
es decir, C" vale 1 tambien.) Podemos de esta manera escribir el triangulo 
de Pascal: 

1 

1 1 

1 2 1 

13 3 1 

1 4 6 4 1 

1 5 10 10 5 1 

1 6 15 20 15 6 1 


5. PROBLEMAS 

1. <jCuantos numeros telefonicos de seis cifras hay que comiencen con 
1, 2, 3, 4 o 6? 

Respuesta: 500 000. 

2. ^Cuantas banderas tricolores pueden formarse con siete colores dis- 
tintos? 

Respuesta: 210. 

3. ^Cuantas placas de automovil pueden hacerse que consten de dos 
letras y tres cifras? (Considerense 27 letras.) 

Respuesta: 729 000. 

4. ^Cuantas placas de automovil hay que consten de dos letras y tres 
cifras si la primera letra es la A y la segunda una letra de la A a la F? 

Respuesta: 6 000. 

5. Entre un grupo de 30 personas se debe elegir una comision formada 
por cuatro. ^De cuantas maneras se puede seleccionar dicha comision? 


Respuesta: 27 405. 
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6. Entre un grupo de 30 personas se debe elegir una mesa directiva que 
conste de un presidente, un secretario, un tesorero y un vocal. <:De cuantas 
maneras se puede hacer la seleccion? 

Re spue st a: 657 720. 

7. Entre un grupo de 30 personas se debe elegir una mesa directiva 
que conste de un presidente, un secretario y dos vocales. <: Cuantas maneras 
hay de hacer la seleccion? 

Respuesta: 328 860. 

8. Cuantas placas de 7 cifras distintas pueden formarse si la primera, 
la cuarta y la septima deben ser cifras impares? 

Respuesta: 50 400. 

9. ^Cuantos subconjuntos con 3 elementos hay del conjunto A = {a, 
b 3 c 3 dy e} 9 tales que contengan al elemento a? Escribalos. 

Respuesta: 6. 

Observation al problema 9. Una forma conveniente de resolver este pro- 
blema es la siguiente: 

El numero de subconjuntos BdA tales que 

a) B tenga 3 elementos, y 

b) a £B 

es igual al numero de subconjuntos B'CA' = {byCyd 3 e) tales que B ' tenga 
2 elementos. Este ultimo es C 2 y por consiguiente el resultado del proble¬ 
ma es C 2 = 6. 

4 

10. ,iCuantos subconjuntos hay del conjunto A = {fl,, by Cy d 3 e } tales que 
contengan al elemento a? 

Respuesta: 16. 

Observation al problema 10. Como en el problema 9, los subconjuntos 
de A que contienen al elemento a son los subconjuntos de A' = {by c 3 d 3 e] 
a los que se ha agregado el elemento a. 

11. Sea A un conjunto con n elementos (n ^ 4) y a un elemento de A . 
^Cuantos subconjuntos de A con 4 elementos hay tales que contengan al 
elemento a? 

Respuesta: C 2 i 
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12. (iCuantos subconjuntos con cuatro elementos habran del conjunto 
A = {a,b>c,d,e} tales que contengan a los elementos a y b? Escribalos 
todos. 


Respuesta: C\ 

13. Sea A un conjunto con n elementos y B un subconjunto de A con r 
elementos. ^Cuantos subconjuntos S de A hay con m elementos, tales que 
S contenga a £? (n=zm=±r.) 

Respuesta: C^. 

14. i Cuantos subconjuntos con 3 elementos hay del conjunto {a, b, c 3 
d,e) tales que contengan al elemento a o al elemento b (pero no a ambos) ? 

Respuesta: 6. 

Solucion. Segun se vio en los problemas anteriores, hay 6 subconjuntos 
que contienen a a i de los cuales tres contienen a {«,&}. Por lo tanto, hay 
6 — 3 = 3 que contienen a a pero no a b, Analogamente, hay 3 que 
contienen a b pero no a a. Por lo tanto el resultado es 3 4* 3 = 6. 

15. De un grupo de 30 personas debe “elegirse” un comite de cuatro 
miembros. Pero, por ciertas razones, en el debe figurar forzosamente Don 
Perpetuo o su hermano, pero no los dos 3 pues “se vena mal”. ^Cuantos 
comites pueden resultar “electos”? 


Respuesta: 2(C 3 -C 2 ). 

1 K 29 28 7 

16. Gonsideremos una baraja simplificada con seis cartas numeradas 
del 1 al 3 y con dos palos unicamente: corazones y diamantes. ^Cuantas 
manos de tres cartas hay que no tengan dos cartas con el mismo numero? 


Respuesta: 8. 

Observaciones y solucion. Esta baraja puede considerarse como el pro- 
ducto cartesiano de los conjuntos £'={1,2,3} y T — ^ }. 

Una mano de 3 cartas sin cartas del mismo numero es un subconjunto 
de 3 elementos de S X T, tal que no tiene dos elementos en la misma columna. 
Contemos primero cuantas “manos ordenadas” hay, es decir, cuantas fun- 
ciones f:I 3 = (1,2, 3 }—>S X T hay cuya imagen satisfaga las condiciones 
del problema. El valor /(1) puede ser cualquiera de las 6 cartas. Para que 
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la condition del problema se satisfaga, /(2) puede ser una de las 4 cartas 
que no esten en la columna en donde esta /(1) (pues en caso contrario 
habria 2 cartas con el mismo numero). /(3) puede despues ser cualquiera 
de las 2 cartas que no esten en la columna en donde se encuentran las cartas 
/(l) y /(2). Por tanto el numero de “manos ordenadas” es 6X4X2. 
Ahora bien, por cada mano de 3 cartas se pueden formar 3! “manos orde- 

6X4X2 

nadas” de 3 cartas, por lo cual la solution del problema es —-= 8. 

1X2X3 

17. Sean S y T dos conjuntos con s y t elementos, respectivamente. 
Sea p:S X 7" —» S la proyeccion [es decir, la funcion dada por p{x,y) = x, 
en donde (x,y) £S X 7]. Sea, como antes, I m = (1, 2, • ■ •, m) y supon- 
gamos que m^s. ±Cuantas funciones X T hay tales que la 

composition 

—> S X T S 

sea inyectiva? 

Solucion. El razonamiento es analogo al del calculo de las “manos orde- 
nadas” del ejercicio anterior. En efecto, /(1) = (x 1} y-^) puede ser cual- 
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quiera de los rs elementos de S X T. /(2) = (* 2 , 72 ) puede ser cualquier 
elemento de S X T excepto aquellos para los que x 2 = x x [pues en caso 
contrario, ya que pf( 1 ) = j p(x u y 1 ) = * 1 , pf(2 ) = />(* 2 ,y 2 ) = * 2 , />/(*) 
seria igual a pf(2), contra la hipotesis de que pf es inyectiva]. Por lo 
tan to /(2) puede tomar ts — t = /(j—1) valores. Continuando el proce- 
dimiento obtenemos finalmente que /(m) puede tomar *(5 —m + 1) va¬ 
lores. Por consiguiente la solucion es tst (s — 1) t(s — 2) * * m+l) = 

t m O m . 

8 


18. Con las barajas del ejercicio 16, ^cuantas manos de 3 cartas hay 
que tengan dos cartas del mismo numero? 


Respuesta: C* — 8 = 12. 

Sugerencia. Restese del total de manos posibles de 3 cartas aquellas en 
las que no haya numeros repetidos. 

19. Con las mismas barajas, <; cuantas manos de tres cartas hay que ten¬ 
gan exactamente un par? 


Respuesta: 12. 

Solucion. Sea M el con junto de manos que tienen exactamente un par y 
S = (1, 2, 3}. Consideremos la funcion F:M —»S que asocia a cada una 
de estas manos el numero de las cartas que forman el par en dicha mano. 
[Por ejemplo, a la mano (1,^), (3,^), (3, le asociamos el 3.] 
F es evidentemente suprayectiva. ^Cuantas manos hay que bajo F les 
corresponde el mismo numero? Evidentemente 4. Por tanto, el numero 
de elementos de M es igual al numero de elementos de S multiplicado 
por 4, es decir, 3X4= 12. 

20. La baraja completa consta de 52 cartas (13 “numeros”: 1, 2, 3, 4, 
5, 6, 7, 8, 9, 10, J, Q, K y 4 palos: Jft). Una mano de p6ker 

consta de cinco cartas. <: Cuantas manos posibles de poker hay? 


Respuesta: C ® 2 = 2 598 960. 

21. <: Cuantas manos de poker hay que no tengan dos cartas del mismo 
numero? 


Respuesta: 4 5 C * 3 = 1 317 888 . 
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22. ^Guantas manos de poker habra en las que aparezcan por lo menos 
dos cartas del mismo numero? 

Respuesta: C 5 -4 5 C 5 = 1 281 072. 

A 52 13 

23. £ Guantas manos de poker hay que tengan exactamente un par? 
(Es decir, que tengan dos cartas y solamente dos de un mismo numero.) 
(Vease el ejercicio 19.) 

Respuesta: 13C 2 *4C 3 — 68 640. 

r 4 12 

24. Guantas manos de poker hay que tengan exactamente dos pares 

(distintos) ? 

Respuesta: 44 (C 2 ) 2 -C* 3 « 44928. 

25. £ Guantas manos de poker hay que tengan al menos tres cartas del 
mismo numero? 

Respuesta: 13C 3 C 2 4- 13C 1 = 52 280. 

4 48 48 

26. Guantas manos de poker hay que tengan exactamente una tercia 
(y que no sea ful) ? 

Respuesta: 13C 3 4 2 C 2 = 54 912. 

4 12 

27. ^Guantas manos de poker hay que tengan ful? (Es decir, un par 
y una tercia.) 

Respuesta: 13CH2C 2 = 3 744. 

28. ^Guantas manos de poker hay que tengan poker? (Es decir, que 
haya 4 cartas del mismo numero.) 

Respuesta: 13 C 1 = 624. 

29. i Guantas manos de poker hay en que las cinco cartas sean del 
mismo palo? (Se llama flor o “flux”.) 

Respuesta: 4 = 5 148. 

30. ^Cuantas manos de poker hay en que las cinco cartas tengan nu- 
meros consecutivos? (Se llama “corrida”. Observacion: la numeracion 
10, J, Q, K, 1 se considera tambien una corrida.) 

Respuesta: 10 X 4 5 = 10 240. 
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31. ^Cuantas manos de poker hay que sean “flor imperial”? (Es decir, 
que sea flor y corrida.) 

Respuesta: 40. 

32. ^Cuantas diagonales se pueden trazar en un pentagono regular? 

Respuesta: 5. 

33. ,:Cuantas diagonales se pueden trazar en un poligono regular de n 
lados? 

Respuesta: C 2 — n= ” 

n 2 * 

34. En el domino hay 28 fichas, de las cuales 7 son dobles. Una mano 
consta de 7 fichas. ^Cuantas manos posibles de domino hay? 

35. ^Cuantas manos de domino hay que tengan exactamente cuatro 
fichas dobles? 

Respuesta: C 4 C Z = 46 550. 

r 7 21 

36. <; Cuantas manos de domino hay que tengan por lo menos tres fichas 
dobles? 

Respuesta: C Z C 4 = 260543. 

7 24 

37. Pruebese que si la composicion fg de dos funciones 

a°-+bUc 

fg 

es inyectiva, entonces g es inyectiva. 

Solucion. Si g no fuera inyectiva existirian dos elementos distintos x, x f 
en A tales que g(x) = g(x') . Pero entonces f(g(x) ) = f(g(x') ), es decir, 
(fg) (x ) = (fg) (x') con .v x' y la composicion fg no seria inyectiva, 
contra la hipotesis. 

38. Pruebese que si la composicion fg de dos funciones, como en el 
ejercicio anterior, es suprayectiva, entonces / es tambien suprayectiva. 



5. FROBLEMAS 


71 


39. Sea f:A->B una funcion suprayectiva y g, h:B —> C dos funciones. 
Demuestrese que si gf = hf, entonces g = h. 

Solucion. Sea b £B arbitrario. Por ser / suprayectiva, existe un elemento de 
A tal que b = f(a). Ya que gf — hf, se tiene que (gf) (a) — ( hf) (a ), 
es decir, g(f(a )) = h (f(a )), de donde g(b) = h(b ). Por lo tanto g = /i. 

40. Sean g } h:A B dos funciones y f:B-*C una funcion inyectiva. 
Demuestrese que si /g == fh entonces g = h. 




Espacios 

vectoriales 



1. EL ESPACIO VECTORIAL It 2 

El concepto de espacio vectorial puede ilustrarse en el piano cartesiano. 
Llamamos piano cartesiano real al piano “de la geometria analitica”, es 
decir, al producto cartesiano R X R de los reales por si mismos. Los ele- 
mentos de R X R son las parejas ordenadas (a, b) de numeros reales. Estas 
se representan como puntos: 


t 



Figures 3.1 
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Escribimos R 2 en lugar de R X R y, en general, R n en lugar de R X 
R X • • • X R ( n factores). 

A los elementos de R 2 , es decir, a los puntos del piano les llamaremos 
ahora vectores y, para seguir la costumbre, a los numeros reales les llama¬ 
remos escalates . 

En R 2 introducimos las operaciones siguientes: 

Suma de vectores s 

(a,b) -h (c 3 d) = (a + Cyb + d), ((a,b), ( c 3 d) £R 2 ). 

Producto de un escalar por un vector: 

\{a 3 b) = (A a 3 \b). (A£R , (a, b) £R 2 ). 

A1 referirnos a un vector [a, b) diremos que a es la primera coordenada 
(o abscisa) de (a,b) y que b es la segunda coordenada (u ordenada) del 
mismo. Con este lenguaje, las operaciones que acabamos de definir pueden 
describirse asi: 

La suma de dos vectores es el vector cuyas coordenadas son la suma de las 
coordenadas respectivas de los sumandos. 

El producto de un escalar por un vector es el vector cuyas coordenadas 
son el producto del escalar por las coordenadas del vector dado. 

Por ejemplo: 

(1,2) + (-1,3) = (0,5) 

(0,0) + (2,3) = (2,3) 

(- 1 , 2 ) + ( 1 , - 2 ) = ( 0 , 0 ) 

(1,0) + (0,1) = (1,1) 

( a > 0) + (0 ,b) = (, a,b) 

Tenemos tambien que 

(a, b) = a{ 1,0) + b(0, 1). 

Interpretacion geometrica de la adicion. 

Recordemos los dos siguientes resultados: 

1. Si las diagonales de un cuadrilatero se intersecan en su punto medio, 
entonces el cuadrilatero es un paralelogramo: 


3(1,2) = (3,6) 

(-1)(3, -2) = (-3,2) 
«(1,0) = (a, 0) 

*( 0 , 1 ) = ( 0 , 6 ) 

0 (a,b) = (0,0). 



Figure 3.2 


2. Si Ai = (x^y-t) y A z = son dos puntos del piano, entonces 

el punto medio del segmento AxA? es 

w - ( x 1 + *2 yi + ^ 2 \ 

2 3 2 y 



Veremos ahora la interpretation geometrica de la adicion de vectores. 
Sean P = (a, b), Q = d) y R = P + Q, es decir, jR = (a-bc, 6-f . 

Consideremos el cuadrilatero OPRQ : 
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r>i * j / a 4- c 4- 0 & 4- d 4- 0 

El punto medio de O/t es I---, -~- 

/ a -h c b + d\ . 

es I—-—, —-—1, por lo que vemos que las diagonales tienen el mismo 

punto medio. Por tanto, el cuadrilatero es un paralelogramo. 

Si al represen tar los vectores en el piano dibujamos flechas que vayan 
del origen O al punto respeetivo, como se ilustra en la siguiente figura, 


J . El punto medio de PQ 



Figura 3.5 


1. EL ESPACIO VECTORIAL R 2 


77 


entonces podemos describir la adicion diciendo que la suma de dos vectores 
P y Q es el vector determinado por la diagonal del paralelogramo de lados 
OP y OQ. 

Interpretacion del producto de un escalar por un vector, 

Recordemos dos resultados: 

1. La distancia d(A 1} A 2 ) entre los puntos A t = yi) y A 2 = (x z> y 2 ) 
es 

d(A 1} A 2 ) = Y(*i-** 2 ) 2 + (yi—y 2 ) 2 - 

2. Si A y B y C son tres puntos del piano, entonces B estd en el segmento 
AC si y solamente si 

d(A, B) + d(B,C) = d{A,C). 

C 



Veremos ahora el significado geometrico del producto de un escalar A 
por un vector P = (a 3 b). 

Si P = O = (0, 0), entonces AO = O para toda A. 

Supongamos ahora que y sea Q = A P. Demostraremos que 

1. Si A^ 1, P esta en el segmento OQ, 

2. Si 0 — A ^ 1, Q esta en el segmento OP. 

3. Si A 0, O esta en el segmento PQ. 



Figura 3.7 
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Denotemos con c a la distancia d(0,P), es decir, 
d(0,P) = V* 2 + b* = c . 

Entonces 

d(0,G) = d(0, XP) = vw + (x&) 2 = y **(**”+ & 2 ) = 

= |x|v* 2 ' + & 2 = |x|c 

^(P,£>) = + (b-Xb) 2 « y(l-X) 2 (a 2 + 6 2 ) 

= |l-X|yT 2 + b 2 = 11 — A|^7. 

Veamos ahora los tres casos: 

Caso 1. Por ser X ^ 1, |X| = X y 11 —A| = X—l. Entonces 
d{0 3 P) + d{P,Q) ~c+ (X—l )c = Xc = d(0,Q), 
de donde, P £OQ. 

Caso 2. Si 0 ^ X 1, |X| = X y 11 — X| = 1—X. Por consiguiente, 
d(0,Q) + d(Q>P) = \c + (1 -X)c - c = d(0,P), 
de donde, Q £ OP. 

Caso 3. Si X=^0, |X| = — X y 11 — X| — 1—X. Por consiguiente, 
d(Q,0) + d(0,P) ~ Xc + c = (1 -X)c = d(P,Q), 
de donde, O £ QP. 

En todos los casos tenemos que el punto XP pertenece a la recta OP. 


EJERCICIOS 

1, Encuentrense las sumas de los vectores indicados y marquense en el 
piano los vectores sumandos, asi como el vector suma: 


(-1, -2) + (-3,4) 

(I4M-H) 


(3,2) + (-1, -3) + (-2,1) 

Ki) + (i-!) + (i4 


2. Compruebese que si P = ( — 1, 2) y Q = (3, 5) entonces P + Q = 
Q + P. Demuestrese que esta propiedad conmutativa es cierta para cual- 
quier pareja de vectores P = (a, b) y Q = [ c >d ). 

3. Demuestrese que si P, Q y R son tres vectores arbitrarios entonces 

(P + Q) +P = P+ {Q+R). 
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4. Resuelvanse las ecuaciones 

(3,1) + (x,y) = (2,3) {a, b) + (x,y) = (c,d) 

(a, 1) + (x,y) = (-3, b) (x,y) + (a, b) = (0,0) 

5. Si cziOPRQ es un paralelogramo y P = (1,2), R = ( — 1,3), cal- 
culense las coordenadas de Q. 

6. Sean P 1 = (-1,2), P 2 = (-1,-1), la recta que pasa por P 2 
paralela a la recta OP 2 y L 2 la recta que pasa por P 2 paralela a la recta 

OP 2 . <:En que punto se intersecan las rectas L ± y L 2 ? Hagase una figura. 

7. Calculese 

+ 3( — “ 1) tan<*(cosesc,a) 

v K|,^r) + (_1)(2 > 4) (- 1 )(^ fe ) + («>*). 

8. Pruebese que si P es un vector cualquiera y O = (0,0) 3 entonces 

p + (-l)P = O. 

A1 vector ( — 1)P se le denota simplemente — P. Por lo anterior — P tiene la 
propiedad de que 

P + (-P) = O. 

9. Pruebese que 

-(P + Q) = (-P) + (-Q). 

10. Si P = (2, — 1), G = ( — 3, 2), A = 2, n = — 1 compruebese que 

A(P + G) = AP + AG 
(A + //.)P = AP + JULP 
(A n)P = M/*P)- 

Demuestrese que estas tres propiedades son validas para P, Q, A y ju, arbi- 
trarios. 

11. Si Z?i = (1, 0), Z5 2 = (0,1) y P = (fl, 6) pruebese que 

P = aE ± + bE 2 . 

12. Dibujese en el piano R 2 los vectores 

3 E ± + 5£ 2 -\E x + 2 E 2 -2E 1 -3E 2 . 

13. Pruebese que el eje de las abscisas consiste de todos los vectores de 
la forma aE x con a en R. <;Que puede decirse del eje de las ordenadas? 

14. Si P= (1, — 2) indiquense en el piano los puntos AP para los siguien- 
tes valores de A: 

A = 0, A = i, A = 3, A = —2, A = 1, A = —1. 

15. Si P = (4, — 2) y G = (“2, 1) encuentrese A tal que Q = AP. 
Si P = (4, —2) y G = (1,2) ^puede encontrarse A tal que Q = AP? 
Expliquese por que. 
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16. Encuentrese un numero real \ tal que 

17. Resuelvanse las ecuaciones: 

3 (x,y) + (-1, -2) = (-4,1) 

a(x,y ) + (a 2 , ab) - ( a,b) (a^O) 

aX + B — C X, B y C vectores). 

18. Resuelvase la ecuacion: 

*(3,1) +y( 2,4) = (-3,2) (x,y£ R) 

19. <:Tiene solucion la ecuacion siguiente? 

*(6,3) + y(2,4) - (1,1). 

2. EL ESPACIO VECTORIAL R” 

Ahora generalizaremos lo que acabamos de estudiar. 

Definicion: El espacio vectorial R n consta del con junto de todas las colec - 

clones ordenadas de n numeros reales 

(%, a 2j • • •, CL n ) 

y las operaciones siguientes: 

{a 1} Oz, ...,a„) + (b l3 b 2 , .•♦,&„) = + a 2 + fc 2 , ..a„ + fc n ) 

A(«i, ^ 2 , • • •, a») = (Afl,i, • • •, Aa n ). (A £R) 

A los elementos (a t) a 2 , ••• ) a n ) de R w los llamaremos vectores y, como 
antes, a los numeros reales, escalares . 

Observemos que, como en el caso especial de R 2 que antes analizamos, 
la suma de vectores se efectua sumando las coordenadas correspondientes 
y el producto de un escalar por un vector se obtiene multiplicando el escalar 
por cada una de las coordenadas del vector. 

Estas operaciones, como en el caso de R 2 , cumplen una serie de propie- 
dades, entre las cuales mencionaremos las basicas: 

1. La adicion es asociativa 3 es decir, si A, B y C son vectores en R M , 
entonces 

(A+B) + C = A+ (B + C). 

2. La adicion es conmutativa , es decir, si A y B son vectores en R n , 
entonces 

A + B = B + A. 
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3. Existe un elemento neutro (unico) en R n para la adicion. Este es el 
vector ( 0 , 0 , ***, 0 ) que, cuando no haya confusion, denotaremos simple- 
mente con 0 . Este tiene la propiedad de que 

0 4- A = A 

para cualquier A en R n . 

4. Existe en R n el inverso aditivo (tambien llamado el negativo) de 

cada vector de R w . Si A es un vector, al inverso aditivo se le denota —A. 
Si A = (fli, a 2} entonces — A = (— a 1} —a 2y ..., —a„). La propie¬ 

dad de — A es que 

A + (-A) = 0 

[en donde, como en la propiedad 3, 0 = (0, 0, ..., 0)]. 

5. Si A 6 R n y A^^R, 

A,(juu4) = (A/a)4. 

6 . Si A y B £R n y A, GR, 

X(A + B) = XA + XB . 

7. Si A €R n y A,/a€R, 

(A4-/a)-4 - XA + /x4. 

8 . 1A ~ A y (—1)4 = —A para todo 4€R w . 

9 0-4 = 0 (aqui el primer 0 es el cero de R y el segundo es el vector 
0 = ( 0 , 0 ,..., 0 ). 

10. XA = 0 implica X = 0, o bien -4 = 0. 

La demostracion de estas propiedades es directa y se deja como ejercicio. 
Como ejemplo, demostraremos aqui dos de ellas, la 7 y la 10 . 

(A4-/a)4 = (X+ji)(a u a 2 , ";On) 

= ((A+j n)a 1} (X + fi)a 2i • •«, (A + /a)^«) 

= (Xa% +ixa l9 A^ 2 4-/xa 2 , • • •, Aa»4-ju,a n ) 

= (Atfi, X&2y * * *, 4* (/A# 1, • * •) fiGn) 

= A(<2i, <22, • * », #») 4* ft(<2i, <2 2 , • • *, <2 n ) 

= XA 4- ju4. 

Para probar la propiedad 10 supongamos que A4 = 0, o sea que A(<Zi, 
a 2 y •••,«») = (0, 0, ...,0). Etonccs (Aa 1? Xa 2 , • • *, A<z n ) = (0, 0, -.., 0), de 
donde 

Afli = 0, A< 2 2 = 0, • • • 3 Xa n = 0, 
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por lo que o bien A = 0, o en caso contrario, a x , = 0, a 2 = 0, . . a n = 0, 
es decir, A = (0, 0, . .0). 

Observacion. En todo lo anterior y en lo que sigue de este capitulo se 
puede tomar en lugar de R cualquier otro campo K, como por ejemplo, 
el campo Q de los numeros racionales o el campo C de los numeros com- 
plejos y todo lo que se haga para R seguira siendo valido para cualquier 
campo pues de R solamente utilizaremos la estructura de campo. 

EJERCICIOS 

1. SiA— (2,-l,l,3),B- (—5, 2, —3,1), C — (0,1,1,0), X — -1, 
H = 2, v = — 3, r = 0, encuentrese 

XA fiC tB 

X A + fxB vB 4- tA vA + fxB -f XA 

2. Si en R n 

Ei = ( 1 , 0 , 0 ,-.., 0 ) 

£ 2 = (0, 1, 0, ..., 0) 

E n = (0,0,0,1) 
encuentrense las coordenadas del vector 

A = X x E x + X 2 E 2 4- • • • + XnE n . 

3. Si en R 4 D x — (1, 0, 0, 0), 2> a — (1,1,0,0), Z> s — (1,1,1,0) y 
£ 4 = (1,1,1,1) y 

A = a 1 D 1 4- a 2 D 2 4" & 3 D 3 4- d 4 D 4 

encuentrense las coordenadas de A. Generalicese este ejercicio a R n . 

4. Demuestrense las propiedades 1, 2, • • •, 6, 8 y 9. 

5. Con las notaciones del ejercicio 1 encuentrese el vector X si 

a) XX + A = B b) fiX + B = C. 

3. SUBESPACIOS VECTORIALES 

Se dice que un subconjunto W de R n es un subespacio vectorial de 
R n si cumple las tres condiciones siguientes: 

1. El vector 0 de R n pertenece a W. 

2. Si A y B son vectores de W su suma A 4- B pertenece tambien a W. 

3. Si A pertenece a W y X es un escalar arbitrario, entonces XA perte¬ 
nece a W. 
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Ejemplos: 

1. Sea W el conjunto de todos los vectores de R 2 “sobre el eje de las 
abscisas”, es decir, las de la forma [a, 0). Afirmamos que W es un sub- 
espacio vectorial de R 2 . En primer lugar, 0 = (0,0) £ W, Ademas, si A y B 
estan en W 9 se tiene que A= {a, 0) y B — (b, 0). Entonces 

A 4* B = (0 + fc, 0) 

por lo que A + B £ W y se cumple la condicion 2. Finalmente, si A esta en 
W y A en R se tiene que A = (a, 0) y \A = (Xa, 0). Por lo tanto XA per- 
tenece tambien a W, lo cual prueba que se cumple la condicion 3. 

2. Consideremos en R 2 el conjunto W de los vectores de la forma XA 
en donde A es un vector fijo y X un real arbitrario. W es un subespacio 
vectorial de R 2 . 

Se cumple la condicion 1, pues el vector 0 es igual a 0^4. Ahora bien, si 
tomamos dos vectores de W, estos son de la forma XA y pA y su suma es 
XA + fiA = (A+ju.)^, el cual es tambien un vector de W, por lo que se cum¬ 
ple la condicion 2. Finalmente, si XA £W y /a£R 3 = (juA )A£W y 

por lo que se cumple la condicidn 3. 

3. Como en el ejemplo 1, pero en el espacio, se tiene que el conjunto 
W de los vectores sobre uno de los ejes, digamos el de las abscisas, o sea, los 
de la forma 

(a, 0 , 0 ) 

es un subespacio vectorial de R 3 . 

4. En R 3 el conjunto de vectores de la forma 

(a, b, 0) 

es un subespacio vectorial de R 3 (un piano del sistema de coordenadas). 

5. Si A y B son dos vectores de R 3 , el conjunto 

W = {XA + ixB | A £R 3 i ix £R} 
es un subespacio vectorial de R 3 . 

6. En R n el conjunto {0} que consta solamente del vector 0 es un 
subespacio vectorial de R n . 

7. R n es un subespacio vectorial de R n . (Los subespacios {0} y R n se 
llaman respectivamente subespacios trivial e impropio de R M .) 

EJERCICIOS 

1. Compruebese que los conjuntos definidos en los ejemplos 3, 4, 5, 6 
y 7 son efectivamente subespacios vectoriales. 
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2. Si A y B son dos vectores de R n demuestrese que 

W = + /x€R} 

es un subespacio vectorial de R w . 

3. Demuestrese que 

{(x,y) £R 2 \2x — 3y = 0> 

es un subespacio vectorial de R 2 . 

4. Pruebese que 

{( x,y,z ) €R 3 |*-y+* = 0} 

es un subespacio vectorial de R 3 . 

5. Pruebese que en R 3 

{(*, y, z) | x+y—z = 0, x+2y+3z = 0} 

es un subespacio vectorial de R 3 . 

6 . Demuestrese que 

{ (*^lj %2y * * * j 1*^1 "P *^2 *P • • • "P Xn — 0} 
es un subespacio vectorial de R n . 

7. Demuestrese que si W es un subespacio vectorial de R 3 y A£W 

(con A=fc :0) entonces W contiene a la recta OA, 

8* Demuestrese que en R 2 los vectores que estan sobre una recta forman 
un subespacio vectorial si y solo si la recta pasa por el origen. 

9. En R 3 los vectores que estan en un piano forman un subespacio vec¬ 
torial si y sclo si el piano pasa por el origen. 

10. En R 3 los vectores que est&n en una recta forman un subespacio 
vectorial si y s61o si la recta pasa por el origen. 

11. Demuestrese que los unicos subespacios vectoriales de R 2 son {0}, 
las rectas que pasan por 0 y R 2 . <;Que ocurre en R 3 ? 


4. COMBINACIONES LINEALES. DEPENDENCIA 
E INDEPENDENCE LINEAL 

En el espacio vectorial R w se llama combinacion lineal de los vectores 
A u A 2 , ••• 3 Ah a cualquier vector C que se exprese en la forma 

C « XtA x + \ 2 A 2 + • • • + h*Ah, 

en donde \ 1} X 2 , • • •, \h son escalares. 

Ejemplos: 

1. En R 2 , si A t = (1,1), A 2 = (2, —1), el vector C = (—4,5) es 
combinacion lineal de A x y A 2 pues C — 2 At + (— 3)i4 2 . 
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2. En R 2 , el vector (2, 1) no es combination lineal de los vectores (1,0) 
y (—2,0). En efecto, toda combination lineal A(l, 0) +/x( — 2, 0) tiene 
ordenada 0. 

3. En R 3 , todo vector C = ( xi, x 2 , x 3 ) es combinacion lineal de los 
vectores E t = (1, 0, 0), E 2 = (0, 1,0) y E z = (0, 0, 1). En efecto, se com- 
prueba directamente que 

C — + X 2 E 2 “b x$E$. 


4. En R w , todo vector C — (xi, x 2 , -. - ,x n ) es combinacion lineal de 
los vectores 

^1“ (1,0,0,...,0) 

e 2 = (0,1,0,...,0) 


En- (0,0,0,...,1) 

pues C = x x E x + x 2 E 2 + • • • + XnE n . 

5. Dados varios vectores A 1} A 2 , •••, Ah podemos afirmar que cualquiera 
de ellos, por ejemplo A u es combinacion lineal de A ly A 2 , ..., Ah. En efecto, 
tenemos que 

A x = lAx + 0A 2 + • • • + 0 Ah. 

6. El vector 0 es combinacion lineal de cualquier con junto de vectores: 
{A ly A 2 , • • • , A h }. En efecto, 

0 = OAx + 0-4 2 + • • • + 0 . 4 ^. 

7. Si C y D son combinaciones lineales de los vectores A ly A Zf •••,Ak 
entonces C 4- D tambien lo es. En efecto, por hipotesis 

C = \x-4i + \ 2 A 2 + • • • 4* \ h Ah 
D = fx 1 A 1 + ^A 2 +•••+ t*hAh, 


de donde obtenemos 

C + D = + + (A. 2 +ju, 2 )<4 2 + ••• + (\h + Ph)Ah. 

Esto prueba que C + D es combinacion lineal de A ly A l2y ...,A h . 

EJERCICIOS 

1 . Si A=^ {ciif d 2> 0.3) f B — (61, b 2 , b 3 ), C = (^1, c 2y c 3 ) y D = {d 1} d 2y d s ) 
escribase en terminos de las a iy b i} Ci, 4 i las coordenadas del vector 

P = \A + fxB + vC + rD. 
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2. Si en R m 

Ai — (flu, #21, • • *, fl mi) 

A2 = (#12, #22, •“) 

— (#i», #2n? * * *, a mn ) 

y 

^ 4- ^ 2^2 4* * * 4* 

escribanse las coordenadas de B = (b h b 2 , b m ) en terminos de las x$y 
de las coordenadas de los vectores A it 

3. Demuestrese que en R 2 todo vector {x,y) es combinacion lineal de 
los vectores (1,0) y (1, 1). 

4* Demuestrese que en R 3 todo vector (x } y, z) es combinacion lineal 
de los vectores (1,0,0), (1, 1,0) y (1, 1, 1). 

5. Generalicese a R n las afirmaciones de los dos ejercicios anteriores. 

6. Expresese el vector (8, —1) como combinacion de (2, 1) y (3,-1). 
Sugerencia: Planteese un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas y 
resuelvalo. 

7. ,;Es (1,0) combinacion lineal de los vectores (1,2) y (“2, —4)? 

8. Demuestrese que en R 3 hay vectores que no son combinacion lineal 
de los vectores (1, 1,0) y (2, —1,0). 

Subespacio vectorial generado por un conjunto de vectores* 

Consideremos un conjunto { A 1} A ;2} • • •, A r } de vectores de R n y el con- 
junto If CR tt que estara formado con todas las combinaciones lineales de 
{Ai, A 2 , • . «, A r }. 

Afirmamos que W es un subespacio vectorial de R n . 

En efecto, 0 £ W (vease el ejemplo 6, de este parrafo). Ademas, si B y C 
estan en W , es decir, si B y C son combinaciones lineales de {A 1} A 2 , .. A r } 
entonces B 4- C tambien lo es (vease el ejemplo 7 de este parrafo), es decir, 

B 4- C £W. Finalmente, si A es un escalar y C = (jl,iAi + (i 2 A^-\ -h n r A r , 

entonces A C= (Xjii) A±+ (Xfjb 2 )A 2 + ... + A r £W. Por lo tanto, W 
es un subespacio vectorial de R n , pues cumple las tres condiciones de la 
definicion (vease el parrafo 3). 

Asi pues, hemos demostrado que 

El conjunto de todas las combinaciones lineales de un conjunto {A ly A 2y 
... ,A r } de vectores de R w es un subespacio vectorial de R n . 

A este subespacio se le llama subespacio generado por A ly A 2y > • • y A r . 
Es decir, 

Un subespacio vectorial W estd generado por los vectores A 1} A 2 ,. .., A r de 
R" si W consta de todas las combinaciones lineales de estos vectores . 

Conviene observar que este subespacio contiene a los vectores A 1} A 2 , 
••• ,A r . <?Por que? (Vease el ejemplo 5.) 
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Dependencia lineal. 

Definicion 1 : Se dice que un vector C depende linealmente del con- 
junto de vectores {A 1} A 2 , si C es una combinacion lineal de 

{A l9 A 2} • ••, A r } o, lo que es lo mismo, si C pertenece al subespacio 
vectorial W generado por {A 1} A 2 , -*-,A r }. 

Definicion 2: Se dice que un conjunto {A l9 A 2 , • ••, A r } de vectores de 
R n es linealmente dependiente si al menos uno de ellos depende lineal¬ 
mente de los restantes. 

En otras palabras, si al menos uno de ellos, digamos A k es combination 
lineal de los restantes, o sea, de {A 1} *.., A^- 1 , A^ +1 , ..., A r }. 

Proposicion 1. El conjunto {Ai,A 2 , ...,^4 r } de vectores de R n es lineal¬ 
mente dependiente si y solamente si existe una combinacion lineal de 
ellos igual a cero 

4- \ 2 A 2 4- • • * 4- \ r A r — 0 
con algun coeficiente distinto de cero. 

Antes de proceder a la demostracion de esta proposition haremos dos 
observaciones. 

Observaciones. 1. Cuando, en la definicion anterior, decimos que “a/ 
menos uno de ellos depende linealmente de los demas”, esto no significa, 
desde luego, que cada uno de ellos se pueda expresar como combinacion 
lineal de los restantes. Por ejemplo, los vectores 

A = (1,1,0), B= (2,2,0), C = (0,0,1) 

son linealmente dependientes pues, por ejemplo, 

B = 24 4 0 C. 

Tambien A es combinacion lineal de B y C : 

A * \B 4- 0 C. 

Pero C no es combinacion lineal de A y B como puede verse facilmente. 

2. En la proposicion anterior, la condicion de que al menos una de las 
\i sea distinta de cero es completamente indispensable. Si quitaramos esa 
condicion, todo conjunto de vectores resultana linealmente dependiente pues 
ya sabemos que 0 es combinacion lineal de cualquier conjunto de vectores. 

Demostraremos ahora la proposicion. 
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Supongamos que {A x , A 2 , • • • } A r ) es un conjunto linealmente depen- 
diente de vectores. Esto significa que alguno de ellos, digamos Ai depende 
linealmente de los demas: 

A{ XlAx 4" • • • 4* ^i+i-^i+i 4* • • • 4" X r A r . 

Por consiguiente, 


Ai^i + • • • + \i-iAi-! + ( — l)Ai + A i+1 4 i+1 4- • • • 4* \ r A r = 0, 

es decir, existe una combinacion lineal igual a cero con al menos un coefi- 
ciente distinto de cero, a saber, Ai = — 1. 

Inversamente, supongamos ahora que hay una combinacion lineal con 
algun coeficiente, digamos Ai ^ 0: 

Ai^x 4- • • • + Ai-x^i-x 4- XiAi + X{ +1 A i+1 + ... + \ r A r = 0. 


De aqui obtenemos 


Ai = 



Ai-i . Ai + 1 

—:— Ai-x -— A { +1 

Ai Ai 



lo cual prueba que los vectores son linealmente dependientes. 

Se dice que un conjunto de vectores es linealmente independiente 
si no es linealmente dependiente, es decir, si ninguno de ellos es combinacion 
lineal de los restantes . 

De la proposicion anterior resulta que: 

Proposicion 2: El conjunto {A l3 A 2 , • • •, A r ) de vectores es linealmente 
independiente si la relacion 


Ax^i 4- A 2 A 2 + • • • 4- X r A r = 0 
solamente es posible cuando A x = A 2 = • • • == A r = 0. 


EJERCICIOS 

9. El conjunto formado por el vector 0 es linealmente dependiente. 

10. El conjunto {A} formado con un solo vector A es linealmente inde¬ 
pendiente si y solamente si A ^ 0. 

11. Si en un conjunto de vectores uno de ellos es 0 entonces el conjunto 
es linealmente dependiente. 

12. Si un conjunto {A 1} A 2 , • • •, A r } es linealmente dependiente, enton¬ 
ces cualquier conjunto que lo contenga, digamos {A l9 A 2 , •••,A r3 A r +i, •••, 
A r+9 } es tambien linealmente dependiente. Usando esto y el ejercicio 9, 
demuestrese nuevamente el ejercicio 11 . 
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13. Cualquier subcon junto de un con junto linealmente independiente 
de vectores es linealmente independiente. 

14. Demuestrese que los vectores (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1) en R 3 
forman un conjunto linealmente independiente. Lo mismo para los vectores 
de R n 

( 1 , 0 , 0 ,..., 0 ) 

£ 2 = ( 0 , 1 , 0 , ..., 0 ) 


E n = (0,0,0, ...,1) 

15. Demuestrese que los vectores Z>i = (1, 0, 0), Z> 2 = (1, 1, 0) y D 3 = 
(1, 1, 1) forman un conjunto linealmente independiente en R 3 . Generali- 
cese el resultado a R n . 

16. Pruebese que en R 2 los vectores (1,0), (0, 1) y (3, 2) forman un 
conjunto linealmente dependiente. 

17. Pruebese que en R 2 los vectores ( —1, 1), (2, 3) y (5, —2) forman 
un conjunto linealmente dependiente. 

18. En R 3 los vectores D ly D 2i D s y A = {a ly a 2 , a z } forman un con¬ 
junto linealmente dependiente. 

19. Generalicese el ejercicio 18 a R w . 


5. BASES DE SUBESPACIOS VECTORIALES. 
DIMENSION 

Para definir la dimension de un subespacio vectorial W de R n nos ser& 
util el concepto de base. 

Definicion 1: Un conjunto {A ly A 2 , •••, A r } de vectores de R n es una 
base del subespacio vectorial W de R n si 

a) {A u A 2i ...,Ar} es linealmente independiente . 

b) {A ly A 2 , . •., Ar} genera a W. 

Observacion. El conjunto {0} formado unicamente con el vector 0 de 
R n sabemos que es un subespacio vectorial de R n . Gonvenimos en que 
$ es una base de {0} y, de aqui en adelante, cuando hablemos de bases 
de subespacios W supondremos siempre que W =£ {0}. 


E jemplos: 

1. Si E r = (1, 0) y E 2 = (0, 1), {E ty E z ) es una base de R 2 pues sabe¬ 
mos ya que E u E 2 forman un conjunto linealmente independiente y que ge¬ 
nera a R 2 . 

2. D x *= (1, 0) y D 2 = (1, 1) forman tambien una base de R 2 . 

3. En R n , los vectores 
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ft- (1,0,0, ---,0) 

ft- (0, 1,0,...,0) 

ft- (0,0,0,...,1) 

forman una base de R n que se acostumbra llamar la base canonica. 

4. Tambien 

ft - (1,0,0,...,0) 
ft - (1,1,0, ...,0) 
ft - (1, 1, 

ft - (1,1,1,1) 

forman una base de R n . 

5. Consideremos en R 3 el con junto 

W = { (x, y, z) \2x + 3y — z — 0}. 

W es un subespacio vectorial (pruebese que se satisfacen las tres condiciones 
necesarias) de R 3 . Afirmamos que los vectores 

P= (1,0,2) y a= (0,1,3) 

forman una base de W. En efecto si \P + fxQ = 0, tenemos 

A(1,0, 2) +/t(0,l,3) - (A,* 2X + 3/4) - (0,0,0), 

de donde X = /x — 0, es decir, P y Q son linealmente independientes. Vere- 
mos que {P, Q,} genera a W. Sea A = (x, y, z) en Entonces 2x -f 3y — 
z = 0, de donde x — 2x + 3 y. Veremos que A = xP + yQ. En efecto, 

xP + yQ = x(l, 0, 2) + y(0,1,3) = 

= (*, 0, 2x) + (0, y, 3y) = 

- (*,y,2x+3y) = (*,y,z) = 4. 

6. Si A£R n , el con junto W = {XA|X£R} es un subespacio vectorial 
de R n . Si A ^ 0, W =^= {0} y entonces {^4} es una base de W. 

7. En R 2 el eje de las abscisas es un subespacio vectorial, E x = (1, 0) 
forma una base de este. 

8. En R 3 el piano z = 0, es decir, el conjunto 

{(*,* 0 )} 

es un subespacio vectorial de R 3 . Los vectores (1,0,0) y (0, 1,0) forman 
una base de W. 
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EJERCICIOS 

1. En R 3 , W = {(x,y, z) \2x—y+5z = 0} es un subespacio vectorial 
(demuestrese). Pruebese que A = (1, 2, 0) y B = (0, 5, 1) forman una base 
de W. 

2 . Lo mismo para Ff 7 = {(*, y,z) |2# — 3y+6z = 0} y A — (— 3, 0, 1) y 

P = (0,2, l). 

3. Demuestrese que si {^4,5} es un con junto linealmente independiente 
de vectores de R n entonces es una base de W — {A.4 + /x5|A, fi £R). 

4. Sea 

M 7 = {(A:,, * 2 , . . x n ) 6R w |a:i = *2 = • • • = * r = 0 (r < n) }. 

Encuentrese una base de W. 

5. Consideremos en R 4 

W = {{x,y,z,t)\x+y+z + t — 2, x+y—z—t = 0}. 

Demuestrese que W 7 es un subespacio vectorial de R 4 y que 
(1,0,1,0) y 5= (0,1,0,1) 

forman una base de W. 

Es facil ver geometricamente que si tomamos tres vectores en el piano 
R 2 siempre son linealmente dependientes. Veremos a continuacion un resul- 
tado que generaliza esto. 

Proposicion 1: Si un subespacio vectorial W de R n esta generado por r 
vectores, entonces cualquier conjunto de r+ 1 vectores de W es lineal¬ 
mente dependiente . 

Demostracion : Por induccion sobre r. Suponemos primero que r - 1 y 
que W esta generado por A es decir, W = {A4|A£R}. Necesitamos 
demostrar que si tomamos dos vectores distintos B x y B 2 en W 9 estos for¬ 
man un conjunto linealmente dependiente. Sea B x = Ai A y B 2 = \ 2 A. 
Como Ai ^ X 2 , alguna de estas Ai es distinta de cero, digamos X x 0. 
Entonces 



lo cual prueba la dependencia lineal. 

Supongamos ahora cierto el resultado para r. Lo probaremos para r*f 1. 
Supongamos que A U A 2 ,.. .,A r ,A r+1 generan W y que B 1} B 2r . . 3 B r+lj B r+2 £ W. 
Debemos probar que estos ultimas son linealmente dependientes. Podemos 
escribir 
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B\ — ccriAx + • • • + a lr A r + yiAr+i 
B 2 = <X2iA x + • • • + a 2r A r + y 2 A r+1 

B r+ 2 = <X r +21 A I + • • • + Oir +2 r A r + y r+2 A r + lt 

Supongamos que alguna y i} digamos y, es distinta de cero. 

Los vectores B f 1} ... } B' r+l definidos por 

B\ = B 2 -^B u .. B' r+1 = B r+2 - , 

yi yi 

pertenecen al espacio vectorial JP' generado por {A 1} A 2 , • - - , A r } (prue- 
belo) y entonces, por hipotesis de induccion {B' 1} ••• 9 B' r+1 } es linealmente 
dependiente. Luego, existe una combination lineal 

k 1 B\ + • • • + Xr+lB'w = 0 


con alguna Xi =£ 0. Sustituyendo, obtenemos 

xa + ... + X r+1 ZJ r+2 + (- - ... - ± r + iyr A B t = 0 

\ yi yi / 

lo cual prueba que {B 1} B 2 , es linealmente dependiente pues al¬ 

guna Xi 0. 

El caso y x = y 2 = • •. = y r+2 = 0 se deja como ejercicio. 

Corolario 1 : Si un subespacio vectorial W de R n esta generado por r 
vectores, entonces cualquier con junto de mas de r vectores de W es lineal- 
mente dependiente . 

Esto es consecuencia de la proposition anterior y de que cualquier con- 
junto que contenga a un subconjunto linealmente dependiente es linealmente 
dependiente. 

Corolario 2: En R n cualquier con junto de mas de n vectores es lineal¬ 
mente dependiente . 

En efecto, en R n hay conjuntos con n vectores que generan R n , por 
ejemplo, la base canonica. 

Existencia de bases* Demostraremos a continuation que todo conjun- 
to linealmente independiente de vectores de W puede “extenderse” a una 
base de W. Para ello demostraremos primero el siguiente 

Lema: Sea {B u B 2 , • • • 3 B r } un con junto linealmente independiente de 
vectores de R n y W el subespacio vectorial que genera. Si B es un vector 
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de R n que no estd en W, entonces {2h, J3 2 > • ,B r ,B } es linealmente 
independiente . 

Demostracion : Supongamos que 


XA + . .. + X r Br + XB = 0. (*) 

En primer lugar, tenemos que X = 0 pues en caso contrario tendriamos que 

lo cual no es posible ya que B £W. Entonces la relacion (*) queda 

X x B t + • • • 4- X r B r = 0 

y como {B t ,,B r ) es linealmente independiente tenemos Xi = X 2 = ... = X r =0. 
En resumen, la condition (*) implica que todas las X son cero, es decir, 
{B u . B T ,B] es linealmente independiente. 

Teorema 1 : Sea W un subespacio vectorial de R n y {2^, •••, B r } un 
conjunto linealmente independiente de vectores de W. Entonces existen 
vectores £ r+1 , . -., B r+8 en W tales que 

{^l> "*i B r , B r+ i, • • • , B r +g} 


es una base de W . 

Demostracion. Si {B l9 •. B r } genera a If no hay nada que demostrar 
pues, en este caso, en una base de W. En el caso contrario, si W x es el sub¬ 
espacio generado por {2?!, .2J r }, W X C.W y W X =£W. Entonces podemos 
tomar un vector B M (iW-W x . Por el lema anterior, {B x , • • -, B r , Br+ t } es 
linealmente independiente. 

Ahora bien, si este ultimo genera W, es una base de W y queda probado 
el teorema. En caso contrario, procediendo en igual forma obtenemos un 
conjunto linealmente independiente {2h,. • •,B r> B M) £ r + 2 }. 

Este proceso debe terminar antes de que r+s sea mayor que n pues de lo 
contrario obtendriamos mas de n vectores linealmente independientes en R n . 

Luego existe una s tal que {2^, .. B r , B r+1} ... ,B r+ a } es una base de 
W y el teorema queda probado. 

Lo anterior demuestra la existencia de bases: 

Proposicion 2: Todo subespacio vectorial de R n tiene base. 

Demostracion. Si W = {0} convenimos que tiene como base al con¬ 
junto vacio. Sea pues W =£ {0}. Entonces hay en W vectores distintos de 
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cero. Sea B x £W, Bi ^ 0. {Bj} es linealmente independiente y la propo- 
sicion se sigue del teorema anterior. 

Dimension. Veremos ahora el concepto de dimension de un subespacio 
vectorial. 

Teorema 2: Todas las bases de un subespacio W de R w tienen el mismo 
numero de element os. 

Demostracion : Sean {A 1} ... ,A r } y { B 1} ••• , B 8 } dos bases de W . De- 
mostraremos que r—s. 

En primer lugar, ya que { A 1 , --- 9 A r } genera a W y {B 1} es 

linealmente independiente, por el corolario 1 de 4.2, resulta que s^r. Invir- 
tiendo los papeles resulta que r±=s, de donde, r—s. 

Definicion 2: La dimension de un subespacio vectorial W de R n es el 
numero de elementos de cualquier base de W. 

Ejemplos: 

9. R w es de dimension n puesto que la base canonica tiene n vectores. 
Por ello se dice que la recta R 1 = R es de dimension 1, el piano R 2 es de 
dimension 2 y que R 3 es un espacio tridimensional. 

10. Cualquier recta en R 2 (que pase por el origen) es de dimension 1. 

11. {0} es de dimension 0 (= numero de elementos de 0). 

12. En R 3 las rectas (a traves de 0) son subespacios de dimension 1 y 
los pianos (a traves de 0) son subespacios de dimension 2. 

13. En R n se llaman rectas a los subespacios de dimension 1, es decir, 
a los generados por un vector no nulo. 

14. En R w se llaman hiperplanos a los subespacios de dimension n —1, 
es decir, a los generados por n — 1 vectores linealmente independientes. 

EJERCICIOS 

6. Demuestrese que en R 2 dos vectores linealmente independientes cons- 
tituyen una base de R 2 . Generalicese y demuestrese el resultado para R w . 

7. Demuestrese que en R 2 dos vectores que generen R 2 constituyen una 
base de R 2 . Generalicese y demuestrese el resultado para R n . 

8. Si W es un subespacio de dimension r entonces 

a) cualquier conjunto linealmente independiente de r vectores de 
W es una base de W ; 

b) cualquier conjunto de r vectores que genere a W es una base de W. 

9. Exammese la dimension en los ejemplos 1 a 8 y en los ejercicios 1 a 
5 de este parrafo. 

10. Demuestrese que todo conjunto {B 1} ..., B r } de generadores de un 
subespacio vectorial contiene una base de W. 
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Sugerencia: Considerense todos los subcon juntos linealmente independien- 
tes de {£ l3 Tomese uno que tenga un numero maximo de ele- 

mentos y pruebe que es base. 

11. Si F y W son dos subespacios de la misma dimension y VGW, 
entonces V — W. 

Sugerencia: Sea {B u ••*,B r } una base de V y a£W. Entonces {B 1} •••, 
B r , A } es un conjunto linealmente dependiente de vectores de W. 




4 

CaMT'dlO 


Matrices y ■ 
determinantes 


1. MATRICES 

En el estudio de algunos temas de matematicas y en muchas aplicaciones 
aparecen arreglos rectangulares de elementos. Por ejemplo, al estudiar sis- 
temas de ecuaciones lineales, es decir, sistemas de la forma 

" a xi x i + a 12 x 2 + • • • + a ln x n = b x 

Of2\X x I $ 22^2 ” 1 * * * * " I " b 2 


[_ &jni*i d- a m 2 X 2 + • * • + (LmnXn b m 

podemos formar, con los coeficientes de x u x 2) • el siguiente arreglo: 

f a il &12 • * * Gin 'l 
I a 2X a 2 2 • • • a 2n I 


l ®»i a m2 4 4 4 Am« J 

A este tipo de arreglos les llamaremos matrices. Hablaremos de renglo- 
nes y columnas de una matriz. Asi, diremos que la matriz anterior tiene 
m renglones y n columnas. A veces, para abreviar, diremos que es una 
matriz de mXn. 
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Con los terminos libres del sistema de ecuaciones mencionado podemos 
formar una matriz de mX 1: 



Veamos un ejemplo; con los coeficientes y con los terminos libres del 
sistema 

3x+2 y— z = 1 

x y =3 
x-2y + 3z = -1 

podemos formar las matrices 



En general, los elementos con que se forman matrices son elementos de 
un cierto campo. En este capitulo consideraremos matrices formadas con 
numeros reales pero todo lo que se diga sera valido para matrices formadas 
con numeros complejos o con elementos de un campo cualquiera. 

Como lo hicimos al escribir la matriz del sistema de ecuaciones con el 
que iniciamos nuestra discusion, se acostumbra denotar con aij al elemen- 
to que ocupa el renglon i y la columna /. Asi, por ejemplo, a> 2 i es el elemento 
que ocupa el segundo renglon en la cuarta columna y a 42 el que ocupa el 
cuarto renglon y la segunda columna. 

Asi, una matriz como la anterior la denotaremos a veces 

indicando el numero de renglones y el de columnas o bien, si estos se sobre- 
entienden, simplemente escribiremos (aij). 

A las matrices de nXn las llamaremos matrices cuadradas. 

En una matriz cuadrada, a los elementos de la forma an los llamaremos 
elementos diagonales y diremos que a lu a nn es la diagonal prin¬ 

cipal. 

Si en una matriz cuadrada todos los elementos no diagonales son cero 
diremos que la matriz es diagonal. Por ejemplo 


/ 1 


1 

0 

o1 

' 0 

0 

0 ' 

(o 

1 j 

0 

-3 

0 

0 

1 

0 



0 

0 

2 J 

lo 

0 

2 


son matrices diagonales. 
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Los elementos 0»* con i>j diremos que estan debajo de la diagonal 
y los an con £<; diremos que estan arriba de la diagonal. 

Una matriz cuadrada se dice que es triangular si todos los elementos 
debajo (o arriba) de la diagonal son cero. Por ejemplo. 


(1 1\ 

(- 1 


^ 1 

0 

0 ' 

\0 ij 

l-l 

3 ) 

2 

1 

V. 

0 

5 

0 

3 


son matrices triangulares. 

A las matrices que constan de ceros se les llama matrices nulas o ma¬ 
trices 0. 

Las matrices de 1X1, (a xl ), se pueden identificar con los numeros reales 

0u* 

Con frecuencia sera conveniente pensar en los renglones de una matriz 
de mXn: 

f 011 012 * * * 0ln 1 

A __ I 0,21 0,22 * * ' a>2n I 


l 0ml 0«i2 * * * a mn J 
como vectores del espacio vectorial R n : 

Ri 88 (0113 0123 * * *3 0i») 

Rz = (0213 a 22, * * *3 02») 


Rm (0iwi3 a m2) * * *3 0f»n) . 

Tambien podemos pensar en las columnas de la matriz A como vectores 
del espacio vectorial R m : 


C t — (0n, 021 , • • *3 0«u) 

C 2 “ (0123 0223 ' * *3 0f»2) 


Cn — (01«3 a 2 n, * * *3 0*»n) . 


Si la matriz B se obtiene suprimiendo cualquier numero de renglones y 
de columnas de cierta matriz A se dira que B es una submatriz de la ma¬ 
triz A. Por ejemplo, si 


fl 

2 

3 

4 

51 




5 

4 

3 

2 

1 

y 

M? 

?) 

3 

1 

3 

1 

3 



B es una submatriz de A y pues se obtiene de A al eliminar el primer rengldn 
y la primera, tercera y quinta columnas. 
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EJERCICIOS 

1. Escribanse las matrices formadas con los coeficientes de las inc6gnitas 
y las formadas con los terminos libres de los siguientes sistemas: 

' x + y + z + t = 1 

x 4 - 2y + 3z 4 * \t “ 2 f ax i 4 - bx 2 4 - cx 3 = 0 

< y 4 - 2z 4 - 3* = 3 4 4 - ax 2 4 - bx 3 = 0 

z 4 - 2* = 4 + c* 2 4 * <zx 3 = 0 

t = 5 

Sean 




(L \ 2 

#13 

<214" 


■ 2 

1 

-4 

— 3" 

A = 

<221 

a 2 2 

#23 

<224 

= 

0 

-1 

0 

-1 


k #31 

<232 

<233 

#34. 


-1 

2 

-2 

1 


X 

b 12 



r-i 

0 

-2] 



R = 

b 21 

b 22 

b 23 

= 

2 

2 

0 

# 




b 3 2 

^33 „ 


3 

s- 

0 

— 2 



Escribase la matriz ( c % j ) (i * 

= 

1,2, 

3;; 

= 1 , 

2, 3) tal que 


= bji. 


3. Escribase la matriz dij (i = 1, 2, 3, 4; ; « 1, 2 y 3) tal que 

= flii. 

[Las matrices (ciy) y (dij) se llaman transpuestas de las matrices £ y ^4, 
respecti vamen te.] 

4 . Escribase la matriz (*>) (*’ = 1, 2, 3; ; = 1, 2, 3) tal que 

c {j = fei, si t > j 
dj = 0 si i < 

5. Escribase la matriz (fu) (i, j = 1, 2, 3) tal que 

/ii = £>» y fij = 0 si i ^ j. 

6. Escribase la matriz que se obtiene de A intercambiando las dos pri- 
meras columnas. 

7. Escribase la matriz (ga) (i =1,2,3;;= 1, 2, 3, 4) tal que para 
« = 1, 2, 3, 

§i 1 — a i2, Si2 a i lj S i3 ~ a i3> SU a i4> 

(Comparense los resultados de los ejercicios 6 y 7 ). 

8. Escribase la matriz que se obtiene de A intercambiando el segundo 
y el tercer rcnglon. Si se llama (ha) a esta matriz relacionese hij con 

tal como se hizo en el ejercicio 7. 

9. Escribase la matriz (p%j) (i = 1, 2, 3; ; = 1, 2, 3, 4) tal que para 
; = 1, 2, 3, 4, 

Pij — a ij> p 2 j — a i) 4 * a 2 j , p Z j — a 3 j. 
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10. Escribase la matriz que se obtiene de A al sumar al segundo ren- 
glon el primero. Comparese con el ejercicio anterior. 

11. Escribase la matriz que se obtiene de B al sumar a la tercera colum- 
na la primera. Si se llama (qa) a esta escribanse las relaciones que hay entre 
pij con bij tal como se hizo en el ejercicio 10. 

12. Escribase la matriz (Uj) ( i = 1, 2, 3; ; = 1, 2, 3, 4) tal que 

r^j =3 a 2 j (; = 1, 2, 3, 4) y en todos los demas casos ru — Describase 

lo hecho. 


2. EL RANGO DE UNA MATRIZ 


Se dice que el rango de una matriz 


A = 


a 21 a 12 

d-j i d‘22 
&m2 


&l n 

CL^n 
&mn J 


es r si r es la dimension del subespacio vectorial de R n generado por los 
renglones 

= ( a ll> a i2) • • • } a i n) 
i ?2 = { a 2 l) a 22 } * * * J a 2 n) 


R-m a m2> • • •> a mn) . 


En el ultimo parrafo de este capitulo se demostrara que el rango es 
igual tambien a la dimension del subespacio vectorial de R m generado 
por las columnas 

= ( C 11) a 2i, • • 

C-2 = (^12)^22, * * * > ^m2 ) 


Cn ( fl in, a 2n> * * *j a mn ) . 

Evidentemente se tiene que r < m. Ademas, ya que R u R 2 , •••, R m 
pertenecen a R n , la dimension r del subespacio que gcneran es menor o 
igual que n. Es decir, 

r < m y r < n. 


EJERCICIOS 


1. Encuentrese cl rango de las siguientes matrices: 




r l 0 0 } 
1 1 0 
1 1 1 
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'1 0 0 0 ' 

0 10 0 

110 0 
V. 


0 0 ••• 01 

0 1 0 ••• 0 

.6 6 6 i. 

(de nXn) 


fl 

0 

o • 

• o' 

1 

i 

o • 

• 0 

1 

i 

l • 

• 0 

i 

i 

i • 

• 


(de nXn) 


'1 2 3] 


fl 2 3' 


0 1 2 


0 0 1 


0 0 0 

V J 


0 0 0 

V. 


2 3 4' 
0 1 2 
0 0 1 

J 


rl 2 3 4 5 6^ 
0 0 1 2 3 4 
0 0 0 0 4 2 
.0 0 0 0 0 0 . 


2* Sean A = {Ot,a 2i a z ), -S = (b lf b 2 ,b z ) dos vectores de R 3 lineal- 
mente independientes. Encuentrese el rango de las siguientes matrices: 


r 

a 2 

a*' 


' a 1 

a 2 

a z 


'at 

a 2 

a z 

2a x 

2 a 2 

2d Z 


at 

a 2 

a z 


bt 

h 

b a 

[bx 

b 2 



at 

a 2 

a z * 


0 

0 

0 _ 


f 

at 

a 2 

a 2 


at 

a 2 

a z 

bt 

b 2 

bs 


bt 

b 2 

b 3 

a t 4- bt 

a 2 + b 2 

a z + b z 


2at 4* 3&i 

2 a 2 + 3b 2 

2a z 4- 3b z 


Operaciones elementales. Para encontrar el rango de una matriz nos 
seran utiles las llamadas operaciones elementales (por renglones) en 
matrices. Estas son: 

1. Intercambio de renglones. 

2. Multiplication de un renglon por un numero distinto de cero . 

3. Sumar a un renglon otro renglon. 


Diremos que dos matrices son equivalentes si se puede obtener una de 
la otra mediante un numero finito de operaciones elementales. Si dos ma¬ 
trices A y B son equivalentes escribiremos A ^ B. 


E jemplo: 

1. Las dos matrices siguientes son equivalentes porque la segunda se 
obtuvo de la primera intercambiando el primer y el tercer renglon: 


i 

3 

2 

4' 


2 

1 

3 

4' 

0 

1 

2 

3 

. -' 

0 

1 

2 

3 

2 

1 

3 

4 


1 

3 

2 

4j 


Las dos matrices siguientes son equivalentes pues la segunda se obtuvo 
de la primera multiplicando el tercer renglon por — 1 : 
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r a 

b 

c 


a 

b 

X 

c 

a' 

b' 

c' 


a' 

b’ 

c’ 

y 

b" 

c" 

J 


-a" 

-b" 

-c" 

y 


Las dos matrices siguientes son equivalentes pues la segunda se obtuvo 
de la primera sumando al tercer renglon el segundo 


'1 

3 

2 

4.’ 


'1 

3 

2 

41 

0 

1 

2 

3 

t — ' 

0 

1 

2 

3 

u 

1 

3 

4 

J 


2 

2 

5 

7 

y 


EJERCICIO 

3. Digase que operaciones elementales se han efectuado para obtener 
las siguientes matrices equivalentes: 

(a b c d\ /2a 2b 2c 2d\ 

U b ' s b ' * *) 

( 2 a 2b 2c 2d \ 

\a' + 2 a b' 4* 2b c* + 2c d' + 2d) 


a b c d \ 

a’ 4* 2a b' + 2b c’ + 2c d' + 2d) 


a 

a’ 

b ' 
b’ 

t — ' 

a 

2 a' 

t — 

CM 


a + 2a’ 

2 a! 

b + 2 b r 
2 V 


r a + 2 a’ 
a' 

b + 2fc'1 
b' 

a" 

b" 


L a 

*"J 


a" 

b" 


a" 

*" J 




a 4- 2a' 

b + 2 b r 


fa + 2a' - 3 a" b + 2b' - 3i>"1 

/—' 

a! 

b' 


a' 

V 


^ -3a" 

-3b" 


-3 a" 

-3b" J 


'a + 2a' - 3a" b + 2V - 3 b"' 
a' b' 

a" 6" 


El ejercicio anterior indica como podemos obtener una matriz equiva- 
lente sumando a un renglon un multiplo (no nulo) de otro renglon o tam- 
bien, en general, sumando a un renglon una combinacidn lineal de los 
demas renglones. 

En forma parecida, el siguiente ejemplo nos indica como proceder para 
obtener una matriz equivalente sumando a cada renglon un multiplo (no 
nulo) de un renglon fijo (en este ejemplo, el primero), 


fa b ) 


CM 

CM 


'2 a 2b ' 

c d 


c d 


c-\-2a d+2b 

L / J 


. e f . 


w e f . 



a 

b ' 


' 3a 

3b 1 

a ' 

, —' 

a+2a 

d+2b 

/—' 

a + 2a 

d+2b ~ 

c + 2a d+2b 


e 

f 


w £ + 3a 

/ +3fe . 

e+3a f+3b^ 
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Asi, podemos escribir directamente 


'a b' 


a 

b *1 

c d 

f. 

, —' 

c + 2a 
e + 3 a 

d + 2b 
f+3b" 


Esto nos permite “hacer ceros” debajo de un elemento distinto de cero. 
Por ejemplo, se trata de encontrar una matriz equivalente a 


f 1 2 3' 

2 3 4 

-3 —4 -5 

y tal que “debajo” del 1 haya cero y cero. Podemos proceder asi: 


1 

2 

3 1 

r 1 

2 

3 11 

2 

3 

4 — 

2 + ( — 2) (1) 

3+(-2) (2) 

4+ (~2) (3) 

-3 

V. 

-4 

-5j 

,-3 + 3(1) 

-4+3(2) 

-5 + 3(3) J 


2 3 ^ 

0 -1 —2 
0 2 4 , 


EJERCICIO 

4. Encu6ntrense matrices equivalentes a cada una de las siguientes ma¬ 
trices y que tengan ceros en la primera columna, a partir del segundo 
rengldn: 



(i 

0 

1 

0 \ 

( 

-1 

2 

3\ 

(2 

3 

4\ 



\3 

1 

3 


{ 

2 

1 

3/ 

U 

8 

10 j 


fl 

0 

1 

O’ 


r-i 

2 

3 

41 


' 2 

3 

4 

6 ' 

3 

1 

3 

1 


2 

1 

3 

5 


6 

8 

10 

0 

u 

2 

2 

2 


3 

3 

3 

0 

4 


-4 

V. 

3 

0 

8 J 


1 2 3"] 


r-i 0 -n 


r o o oi 

2 3 4 


2-1 2 


1 3 2 

3 4 5 


-3 2 -3 


0 1 2 

5 6 


4 3 4J 


Is 1 3 J 


En el teorema siguiente enunciamos una propiedad importante relativa 
a las operaciones elementales. 

Teorema: has operaciones elementales no alter an el rango. 

De aqui, se sigue que 

Corqlario : Si dos matrices son equivalentes entonces tienen el mismo 
rango. 
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Demostracion del teorema. Sean R 1} R 2 , • • *, R m los renglones de una 
matriz A . El rango de A es, por definition, la dimension del subespatio 
vectorial generado por {R 1} R 2 , • ••,R m }. Si intercambiamos dos renglones, 
por ejemplo el primero y el segundo, obtenemos una matriz A' cuyos ren¬ 
glones son R 2) R ly R 3 , • • •, R m . Pero, como conjuntos, 

R 2} R 3 , • • *, = {Rz 3 Ri, Rsj • * *3 Rfn } 

por lo que los renglones de A y A' generan el mismo subespacio vectorial, por 
lo que A y A' tienen el mismo rango. 

La demostracion de que las operaciones elementales 2 y 3 no alteran el 
rango es analoga a la anterior y se basa en los ejercicios siguientes. 

EJERCICIOS 

5. Si Ri, R 2 y R 3 son vectores de R n demuestrese que {R 1} R 2} R 3 } 
y {\R Xi R 2 , R s } (\=£Q) generan el mismo subespacio vectorial. [Pruebese 
que todo vector que sea combination lineal de {Ri, R 2 , R 8 } es tambien 
combinacion lineal de {XR 1} R 2 , R 3 } e inversamente.] 

6. Si R u R 2 y R 3 son vectores de R n demuestrese que {R l3 R 2 , R s } y 
{R x + R 2 , R 2 , R 3 ) generan el mismo subespacio vectorial. 

Lo que trataremos ahora es, dada una matriz A , encontrar otra equiva- 
lente A* para la cual sea facil encontrar su rango. Como A y A f tienen el 
mismo rango (corolario anterior), con esto resolveremos el problema de 
calcular el rango de una matriz arbitraria A. 

Las matrices para las que sera facil encontrar el rango son las matrices 
escalonadas. 

Diremos que una matriz es escalonada si el primer elemento distinto 
de cero de cada renglon esta mas a la derecha del primer elemento distinto de 
cero del renglon anterior . 

Por ejemplo, las siguientes matrices son escalonadas: 


fl 

2 

3 

4 

51 


ri 

l 

1 

11 


ro 

0 

1 

0 

O' 

b 

1 

1 

1 

1 


0 

0 

2 

0 


0 

0 

0 

0 

1 

b 

0 

0 

0 

1 


0 

0 

0 

0 

J 


0 

0 

0 

0 

0 


Las tres siguientes no lo son 


'0 

1 

2 

3] 


’0 

1 

r 


'l 

0 

0 

O' 

0 

0 

3 

1 


1 

0 

0 


0 

0 

1 

0 

lo 

0 

2 

3. 


0 

V. 

1 

0 


lo 

0 

1 

1 


Es facil ver que el rango de una matriz escalonada es igual al mumero 
de renglones de ella distintos de cero. 
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Para esto basta ver que los renglones distintos de cero de la matriz esca- 
lonada son linealmente independientes pues entonces su numero es precisa- 
mente la dimension del espacio vectorial que generan, es decir, el rango de 
la matriz. 

Nada mejor que un ejemplo para que nos demos cuenta de esto. Con- 
sideremos la siguiente matriz escalonada: 

fl 2 3 4 5^ 

0 1111 
0 0 0 1 1 * 

lo 0 0 0 OJ 

Los renglones distintos de cero son 

/?!=( 1,2, 3,4,5) R 2 = (0,1,1,1,1) y R 3 = (0,0,0,1,1). 

Supongamos que Aif?i + A 2 i? 2 + X 3 i? 3 — 0, es decir, que 

(Aj, 2Ai-HA 2 , 3 Ai + A 2 , 4 A 1 + A 2 + A 3 , 5Ai +A 2 +A 3 ) =0. 

Entonces Ai = 0, 2Ai + A 2 = 0, 3A X +A 2 = 0, 4A 1 -FA 2 + A 3 = 0 y SA^ A 2 + 
A 3 = 0. Esto implica que A x = A 2 = A 3 = A 4 = A 5 = 0, lo cual demuestra 
que {/?!, R 2 , R s } es linealmente independiente. 

La demostracion del caso general es la misma que la de este ejemplo, 
excepto por complicaciones de notacion. La omitiremos. 

Finalmente veremos como encontrar una matriz escalonada que sea equi- 
valente a una matriz dada. Lo mas simple es analizar varios ejemplos. 

E jemplos: 

2. Para encontrar el rango de la matriz 

f 1 — 1 3 -5 

2-3 4 -10 

A -3 3-9 15 

3 -3 -6 —4 , 

hacemos, como en el ejercicio 4, que debajo del numero 1 de la primera 
columna haya ceros: 

1-1 3 —5 

0 - 1-2 0 

0 0 0 0 

0 0 -15 1L 
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y para llegar a una matriz escalonada basta intercambiar los dos ultimos 
renglones, obteniendo 

fl -1 3 -5 

. 0 - 1-2 0 

A 0 0 -15 11 

.0 0 0 0 

Como A’ es escalonada y tiene tres renglones distintos de cero, su rango es 
3 y como A es equivalente a A', el rango de A es tambien 3. 

3. 

fO 1 2 3 1 O') fO 1 2 3 1 0*1 

, 0 -1 -2 -4 2 1 0 0 0 -1 3 1 

A 0 0 0 2 0 - l '~'0 0 0 2 0 - l '~' 

Lo 1 2 2 4 lj LO 1 2 2 4 1, 

ro 1 2 3 1 O’) fO 1 2 3 1 0*1 

0 0 0-13 1 0 0 0-1 3 1 _ . 

~ 0 0 0 2 0 -1 ^ 0 0 0 0 6 1 ~ A 

lo 0 0 -1 3 lj lo 0 0 0 0 0. 

A ' es de rango 3; A es equivalente a A '; por lo tanto el rango de A es 3. 



EJERCICIOS 

Procediendo como en los ejemplos anteriores encuentrense los rangos de 
las siguientes matrices: 
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En el estudio de los determinantes que haremos en los siguientes pa- 
rrafos, nos ser&n utiles algunos resultados concemientes a las permutaciones. 
A estas dedicaremos este parrafo. 

Recordemos que una permutacion de un con junto I n = {1,2, • 
es una funcion biyectiva a:I n -» Biyectiva significa que todo elemento 
de I n es imagen, bajo c, de uno y solamente un elemento de J n . 

Denotaremos con S n al conjunto de todas las permutaciones de I n . Sabe- 
mos que hay n! Por ejemplo, las permutaciones de J 2 = {1, 2} son 

o \) a 2 ) 

y las de J 3 = {1, 2, 3} son 

/ 1 2 3W1 2 3\ /I 2 3\ /I 2 3\ /1 2 3\ /I 2 3\ 
\1 2 3/ \1 3 2/ \2 1 3/ \2 3 ]) \3 12/^2 1 ) 

[No debemos confundir esta notacion para las funciones con la notacion 
para matrices. Aqui, por ejemplo, 



es la funcion a:/ 3 -* h dada por cr( 1) =2, or(2) =3 y <r(3) — 1.] 
Si a : I n —> I n es una permutacion, acostumbramos escribir 

/ 1 2 3 • • • n \ 

a W 1 ) »(2) <t(3) ••• <r{n)J 

y, a veces, simplemente el segundo renglon: 

or = a(2), •••,<r(n)). 


Permutaciones pares e impares. Para definir cuando una permutacion 
es par o impar nos sera util el concepto de inversion. Empecemos con un 
ejemplo. 

En la permutacion 


/I 2 3 4 5 6 7\ 

\3 7 1 5 6 2 4/ 


diremos que los elementos 7 y 1 (del segundo renglon) forman una inver¬ 
sion. Tambien los elementos 3 y 1; tambien 6 y 2. En cambio 3 y 7 no 
forman inversion, ni 1 y 5, ni 3 y 6. 
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Siguiendo esta idea diremos que 2 numeros (del segundo rengl 6 n) for- 
man inversion si el mayor esta antes que el menor. Si el menor esta a la 
izquierda diremos que no forman inversion. 

Mas precisamente, <r(i), a(j) forman inversidn si 

i<) y <r(£) > tr(;). 

Examinemos ahora cuantas inversiones hay en la permutacion que dimos 
como ejemplo. Forman inversion: 

1 con 3, 1 con 7; 

2 con 3, 2 con 7, 2 con 5 y 2 con 6 ; 

4 con 5, 4 con 6 y 4 con 7; 

5 con 7; 

6 con 7. 

Asi pues en la permutacion <7 hay 11 inversiones. 

Observese que para contar cuantas inversiones hay en una permutacion 
basta contar cuantos numeros mayores que 1 preceden a 1 , cuantos mayores 
que 2 preceden a 2, etc., hasta n — 1 . 

EJERCICIOS 

1. Encuentrense todas las inversiones en cada una de las permutaciones 
siguientes: 

(1 2\ /I 2 3\ /I 2 3\ /1 2\ 

\2 l) \l 3 2J \3 1 2) \l 2J 

/I 2 3 4W1 2 3 4W1 2 3 4 5\ 

V2 1 4 3) V4 1 2 3; U 3 4 1 2 )' 

2. Encuentrese el numero de inversiones en cada una de las permuta¬ 
ciones siguientes (para abreviar escribimos solamente el segundo renglon): 

(2,1,3, 4, 5) (3, 2, 1,4, 5) (4, 2, 3,1,5) (5, 2 , 3,4,1) 

(7, 2, 6 , 3,5,4,1) (1,3,4, 2) (1,4, 3, 2) (3,2,1) 

Se dice que una permutacion es par si tiene un numero par de inver¬ 
siones y que es impar si tiene un numero impar de inversiones. 

Por ejemplo, la permutacion (1, 2, 3, 4, 5) es par pues tiene cero inver¬ 
siones. La permutacion (2, 1, 3, 4, 5) es impar pues tiene una inversion. 

(2, 3, 1) es par pues tiene dos inversiones. La permutacion que antes 

examinamos, 

a - (3,7, 1,5, 6 , 2,4), 
es impar pues tiene 11 inversiones. 
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EJERCICIOS 

3. Encuentrese la paridad de las permutaciones de los dos ejercicios 
anteriores. 

4. Escribanse las 3! permutaciones de/ 3 y encuentrense cuales son pares 
y cuales impares. 

5* Lo mismo para / 4 (debe haber 12 pares y 12 impares). 

Transposiciones. Consideremos una permutacion o- de I n ; al trans- 
poner (intercambiar) dos de los elementos del segundo renglon se obtiene 
otra permutacion. Por ejemplo, al transponer 2 y 3 en <7 obtenemos r: 


<7 


1 2 3 4 5\ 
.3 1 4 2 5/ ? 


/I 2 3 4 5\ 
\2 1 4 3 5/ ’ 


al transponer 1 y 5 en <r' obtenemos r': 


/I 2 3 4 5 6 7\ , A 2 3 4 5 6 7\ 

\3 7 1 5 6 2 4/ J T \3 7 5 1 62 4/ 


En estos casos diremos que la permutacion que resulta se ha obtenido 
de la permutacion dada, mediante una transposicion. 

Veamos como afectan las transposiciones a la paridad de una permuta¬ 
cion. Al examinar la permutacion <r' de arriba y la permutacion / obtenida 
mediante una transposicion vemos que a es impar (tiene 11 inversiones) 
y t es par (tiene una mas, 12). ^Por que tiene una mas? Al contar las in¬ 
versiones de 1 con los demas elementos en o- y en r vemos que hay las 
mismas, excepto la de 1 con 5 que en a' no forman inversion y en r si. 
Todas las demas inversiones son las mismas. 

Este analisis sugiere el siguiente resultado: 

Lema. Si t es una permutacion obtenida de la permutacion a mediante 
la transposicion de dos numeros consecutivos 3 entonces a y t tienen 
distinta paridad . 

Demostracidn. Veremos que si a tiene r inversiones entonces t tiene 
r + 1 o r — 1 inversiones. Sea 


<7 = 


T — 


1 

2 • 

.. i i +1 .. < 

n 

(1) 

<r(2) • 

• • a(i) a(£4* 1) 

• <r (n 

1 

2 - 

. • i i + 1 • • 

n 

(1) 

<r(2) • 

• • <r(l*+l) cr(f) •• 

. a(n 


) 

)■ 


Todas las parejas de numeros que forman inversion en a, la forman tam- 
bien en r, excepto a(i) y cr(£4-l). Si cr(£), <r(t4-l) no forman inversion en 
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<r, en r si la forman, e inversamente. Por ello, el numero r de inversiones 
en <7 aumenta o disminuye en 1 al pasar a t. 

Teorema: Si r es una permutation obtenida de la permutation a me- 
diante la transposition de dos numeros, entonces <r y r tienen distinta 
paridad. 

Demostracion. Si los numeros que se transponen ocupan lugares con- 
secutivos estamos en el caso del lema. Supongamos pues que los numeros 
que se transponen estan separados por s lugares: 

( 1 ... r ... r+s ... n \ 

"( 1) «r( r ) ••• <r(r + s) ... a(n)J 

( 1 ... r ... r+s ... n \ 

<r(l) ... <r(r+s) ... o-(r) ... <r{n)f 

Podemos pasar de o- a r haciendo s transposiciones de elementos consecu- 
tivos, cambiando <r(r) por cada uno de los de su derecha, hasta llegar a 

, = / 1 ... r ... r+s ... n\ 

\ a ( 1) •** ••• °( r ) ••• n) 

y despues s — 1 transposiciones de elementos consecutivos, cambiando <r(r+s) 
[que ahora esta a la izquierda de<r(r)] con cada uno de los anteriores hasta 
llegar a r. Por tanto, podemos pasar de o- a t con 2s — 1 transposiciones 
de elementos consecutivos. Como en cada paso se cambia la paridad, al 
hacer un numero impar (2s— 1 ) de pasos, la paridad cambiara tambien. 

Inversa de una permutacion. Sea a una permutacion de I n = { 1 , 
2, n.}, es decir, una funcion biyectiva cr: I n —>J n . Entonces la funcion 

inversa <r -1 : es tambien una funcion biyectiva, es decir, cr* 1 es tam¬ 

bien una permutacion. 

En otras palabras, si <r £S n (en donde S n denota el conjunto de todas 
las permutaciones de /») entonces cr 1 ^^ tambien. 

Recordemos como se define la inversa de una funcion biyectiva: 

<r{i) — k si y solamente si or x {k) = i. 



En particular, si escribimos a en la forma 


* C(l) c(2) ... <r(»)) 

entonces 

M 1) «-(2) ... <x(»)\ / 1 2 ...» \ 

\ 1 2 ... n ) \<r _1 (l) <r _1 (2) ... a 1 {n)J 
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Por ejemplo, si 






/12 3 

4 

5\ 




a 

1 

U 1 4 

5 

3/ 


entonces 








_j 


1 

4 

5 3\ 

/1 

2 

3 4 

a 1 - | 

li 

2 

3 

4 5; 

\2 

1 

5 3 

Ejemplo. Escribiremos 

a 

continuation 

todas las 

I 3 y sus inversas: 

(\ 

2 

3> \ 


—1 _ (\ 

2 

3 \ 


-=(l 

2 

3 ) 


'‘"(1 

2 

3 ) 


(\ 

2 

3\ 


„_i - f 1 

3 

2\ 

/I 


3 

2 ) 



2 

3 ) 

= (l 

as = /l 

2 

3> i 


< = ( 2 

1 

3> l 


\2 

1 

V 


3 Vi 

2 

3/ 

\2 

(\ 

2 



CM 

1 

1 

3 

1\ 

/I 

a * = \2 

3 

1 ) 


* 

2 

sj 

i 3 

(\ 

2 

3 \ 


„-i - / 3 

1 

2\ 

(\ 

a5 = V3 

1 

2 ) 


3 u 

2 

3 ) 

(2 

(l 

2 

3\ 


-i _ / 3 

2 

1\ 

(l 

~ \3 

2 

1 ) 


* Vi 

2 

3 ) 

“ I 3 

Vemos que cr" 1 = a*; 

a- 1 

2 

= * 2 ; 

< = 

a- 1 = 

4 

: a 5 ; 

; a- 1 = 

5 


2 

3 

2 

1 

2 

1 

2 

3 

2 

2 


) 

) 

i) 

?) 


* 1 2 3 4 

lo tanto, S 3 = {<n 3 o 2j • • •, a 6 } = {cr 1 , cr 1 , . ••, cr 1 }. 


1 <r 6 . 


Por 


EJERCICIO 

6 . Repitase el ejemplo anterior para las 4! = 24 permutaciones de / 4 . 
Compruebese que 

*$4 = {cri, cr 2 , . *cr 24 } = {a- 1 , a" 1 , . • a' 1 }. 

Lo observado en el ejemplo y en el ejercicio anteriores es cierto en gene¬ 
ral. En efecto, podemos asociar a cada permutacion a, su inversa a* 1 , con 
lo que obtenemos una funcion de S n en S n . Ademas, si dos permutaciones 
ay t son distintas, entonces a -1 y t _1 son distintas y toda permutacion r es 
inversa de una permutacion [a saber r = (t -1 ) -1 ]. Por lo tanto la funcion 
de S n en S n que a cada permutacion asocia su inversa es biyectiva, 

Es facil comprobar en el ejemplo anterior que a* es par si y solamente 
si a" 1 es par. 
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EJERCICIO 

7. Compruebese en que cr es par si y solamente si or 1 es par. 

Esto es cierto en general: 

Proposicion: <t £S n es par si y solo si c r 1 es par . 

Demostracion. La funcion de S n en S n que a cada permutacion <r aso- 
cia su inversa, que es biyectiva, puede extenderse al con junto de pare jas y 
esta extension preserva inversiones. En efecto, si 

i<j y r = a{i) > a(j) = J 

entonces 

s<r y j = <r l (*) > a _1 (r) = i. 

4. DETERMINANTES 

En la solucion de sistemas de ecuaciones line ales y en otros muchos temas 
de las matematicas aparecen en forma natural y, a la vez, juegan un im- 
portante papel, los determinantes. 

En este parrafo veremos como se asocia a cada matriz cuadrada un 
numero que se llama el determinante de la matriz. Empecemos con las 
matrices de 2 X 2 y de 3 X 3. 

A cada matriz (formada con numeros reales) de 2 X 2 



se le asocia el numero (real) ad — be, al que se llama el determinante de 
A y se denota con \A\ o con 

a b 
c d 

Asi pues, el determinante de la matriz A es el numero 

\A\ = a b = a d — be. 
cd 

El determinante de una matriz de 3 X 3 

[ a x b x Ci ' 

ai ^2 ^2 

a z Cz * 

es 3 por delmicion, el numero 
b\ C\ 

1-4) ” 02 ^2 ^2 = ^1^2^3 "f" b ^1^2^3 ^1^2^3 ^1^2^3 ~ 

a$ 63 e$ 
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Una forma grafica de recordar los seis terminos de la expresion ante¬ 
rior es: 



Terminos con 4- 


Terminos con — 


Figura 4.1 


EJERCICIOS 

1. Encuentrense los determinantes de las siguientes matrices, usando 
las definiciones anteriores: 



G !) G V (: t) (i :) 


2 1 
-2 3 

1 -2 


a b c 


a d e' 

a b c 


0 b f 

U « / J 


[0 0 c) 



Con el fin de extender las definiciones anteriores al caso general de 
matrices denXn conviene reescribir las definiciones anteriores en la forma 
siguiente: 



011 

012 


021 

022 

011 

012 

013 

021 

022 

023 

031 

032 

033 


**11022 012021 * 


011022033 "b 012023031 013021032 013022031 


012021033 011023032 * 


Consideremos uno de los sumandos de la expresion anterior, digamos 
013021082 * Asociado a este, podemos formar la permutacion o-: {1, 2, 3} —> 
{1,2,3} dada por <r(l) = 3, <r(2) = 1 y cr(3) = 2, o sea, escrita en otra 
forma 



En palabras: a cada termino de la expresion para el determinante podemos 
asociar la permutacion que asocia al primer indice, el segundo. A conti- 
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nuacion escribiremos los seis terminos y las permutaciones asociadas, indi- 


cando ademas la paridad de la permutacion: 

^ ( l 
“t a 22 f j 

2 3^ 
2 3, 

par (hay 0 inversiones) 

, (\ 

' a i2 a 23 fl 3 i 1 ^ 

2 3> 

3 \j 

par (hay 2 inversiones) 

, (\ 

» a 13 a 2 x a 32 l ^ 

2 3^ 
1 2; 

par (hay 2 inversiones) 

/i 

— a 13 d 22 d Z x I ^ 

2 3> 
2 1, 

impar (hay 3 inversiones) 

/i 

— a 12 d 21 a 33 1 ^ 

2 3^ 
1 3 ) 

impar (hay 1 inversidn) 

/I 

— an a 23 a 32 I j 

2 3^ 

3 2) 

impar (hay 1 inversidn). 

Aqui podemos observar que los 6 terminos corresponden a las 6 permu¬ 
taciones de / 3 y que, ademas, los terminos que llevan signo 4- corresponden 


a las permutaciones pares y los que llevan signo — a las impares. 
Lo mismo ocurre para el caso 2X2: 


+ an a 22 


ai2 a 2 i 



Otra forma de escribir el determinante de la matriz de 2 X 2 



es, segun lo que acabamos de observar, la siguiente: 


a 2 \ d 22 


~ c(o-)fli(T ( i ) a 2( T(2) 


Aqui 2 significa que sumamos los terminos correspondientes a cada a £S 2 . 
(Recordemos que S 2 es el conjunto de las permutaciones de I 2 = (1, 2}; 

He H :)}) 

y e(o-) =1 si a es par y c(o-) = —1 si a es impar. 
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Para el caso 3X3 tenemos una expresion analoga: 


! a lx 

a \2 

&13 

a 2 i 

a 22 

a 23 

a 31 

a S 2 

a 33 


~ 2 0 . cS3 e (°') a i<y(l) a 2C7(2)«3(T(5)- 


—.-{(: i j)-g 3 ?)-o > 3 2 )-g ^ n-Q ? 3 )’ 

G 3 2 3 )} 5 es el con junto (con 3! elementos) de todas las permutaciones 


de 1 3 = (1, 2, 3}. El significado de 2 es niismo, es decir, sumamos todos 
los terminos correspondientes a cada <7 en S 3 . Como antes, e(o-) = 1 si 
cr es par y e (cr) = — 1 si cr es impar. 

Esta forma de expresar el determinante, utilizando el simbolo 2 P ara 
indicar “suma”, puede parecer mas complicado que el que dimos inicial- 
mente. Sin embargo tiene la gran ventaja de que puede generalizarse al 
caso de matrices de n X n. 


Definicion de determinante; caso general. 

Definicion: A cada matriz (formada con numeros reales) 


A = 

*11 

*21 

a 12 • 

a 22 • 

• a ln 

♦ *2w 


*nl 

* 

a n2 • 

• • a nn 

J 


le asoclamos el numero ( real), Uamado su determinante, dado por la 
expresion 



*11 

*12 * • 

• *1» 

Ml- 

a 21 

a 2 2 • • 

• *2« 


a nl 

a n 2 ‘ 

* * *w» 


— 2 aeSn e ( (T ) a l<J(l) a 2V(2) 


* * * 


en donde S n es el conjunto de todas las permutaciones de {1, 2, • 
y e(<r) = 1 si <t es par y e(a) = — 1 si cr es impar . 

Observemos que cada sumando en la expresion anterior es un producto 


«(<r) ••• #ncr{»). 

Aqui e(cr) — ±1 segun <r sea par o impar. Los demas factores son 


^ 1 «< 1 )^ 2 <T( 2 ) • • • £»<x<n) 


y hay uno de cada renglon (pues los primeros indices son 1, 2, •. n) y uno 
de cada columna [pues los segundos indices son <r(l), <r(2), •••, cr(n) y a 
es una permutacion de {1, 2, • • n}]. 
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Por ejemplo, al escribir la expresion para el determinante de una matriz 
de 4 X 4 

#11 #12 
— 0,21 0,22 
#31 a 32 
<. a 4 i a 4 2 

aparecen todos los sumandos del tipo 

e(cr)^iar(i) # 2(7(2 ) #3<r(3) #4<x(4) 

en donde aes una permutacion de {1, 2, 3, 4}. Si por ejemplo, 

1 2 3 

2 3 14/ 

entonces e(<r) = 1, pues a es par (hay 2 inversiones) y el termino corres- 
pondiente es 

di2 #23 d31 < 244 . 



#13 

an' 

#23 

#24 

#33 

#34 

#43 

#44 J 


EJERCICIOS 

2. Encuentrese el signo e(<r) en los siguientes terminos de la expresion 
del determinant de una matriz de 7 X 7: 

di3 d.22 #31 #44 #55 #66 #77j #17 #26 #35 #44 #53 #62 #71* 

3. Escribase la expresion para el determinante de una matriz de 4 X 4 
(24 sumandos). 

4. Utilizando la observation que sigue a la definition de determinante 
demuestrese que si un renglon o una columna de una matriz es cero, enton¬ 
ces el determinante es cero. 

5. Utilizando la definicion, demuestrese que el determinante de una 
matriz diagonal es igual al producto de los elementos de la diagonal. 

6 . El mismo resultado que el del ejercicio anterior para matrices trian¬ 
gulares. 


5. PROPIEDADES BASICAS DE LOS DETERMINANTES 

En este parrafo analizaremos y demostraremos algunas propiedades basi- 
cas de los determinantes. A partir de ellas, en el parrafo siguiente demos¬ 
traremos otras propiedades y mas adelante veremos como aplicar estas 
para simplificar el calculo de los determinantes. 

Empezaremos estudiando las propiedades basicas en determinantes de 
matrices de 2 X 2 y de 3 X 3. 
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A1 calcular el determinante de una matriz de la forma 


vemos que 

a + a' b + b' 
c d 


fa + a! b + b'\ 
< c d ) 


= (a + a')d — (b + b')c = ad — be + a'd — b'c 


a b 
c d 


a b 
c d 


Para matrices de 3 X 3 ocurre lo mismo. Si un renglon, digamos el 

segundo, R 2 de una matriz A esta expresado como suma de dos renglones 

R 2 = R' + R"\ 

2 2 

(a 2 ,b 2 ,c 2 ) = (a;, b' 2 , c') + («", b”, c”) = 


= ( a ' + a" b’, + b", c' + c"), 
' 2 2 * 2 ’ 2 5 2 2 ,y 


tenemos que 


ai 

b x 

Cl 


a l 

b x 

Cl 

<*2 

b 3 

c 2 

= 

a' + a" 

2 2 

b' 4- b" 

2 2 

c' + c" 

2 2 

*3 

b 3 

Cz 


<h 

b z 

Cz 


= a i(b' 2 + b”)c 3 + b^S + c”)a 3 + c x (a' + a'')b 3 - 

~ *(*' + *")«s - 4- a")c 3 - ai (c' 2 + c'')b 3 = 

“ ^c 3 + b x c a 3 4~ c x o,b 3 Cib 2 & 3 b x o,^: 3 d x c t b 3 4* 

+ &ib"c 3 + b x c*’a 3 4- c x a"b 3 — c x b"a 3 — b 1 a"c 3 — a 1 c"b 3 = 



dl 

b x 

Cl 


a x 

bi 

Ci 

= 

a ' 

2 

b’ 

2 

c' 

2 i 

+ 

a " 

2 

b" 

2 

c" 

2 


az 

b 3 

Cz 


Cz 

bz 

C 3 


Asi pues, para matrices de2X2yde3X3 vemos que: 

Propiedad 1 : Si el renglon Ri de una matriz A se expresa como suma de 
dos vectores 


entonces 


Ri = r: + R " 

Ml = M'l + Ml 
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en donde A' y A" son matrices tales que su rengldn i es R ' y /?" respec- 
tivamente y los demas renglones son los mismos que los de la matriz A. 

Mas adelante demostraremos que esta propiedad vale para matrices de 
n X n. 

Ejemplos: 

1. 


b 

a + 0 

0 + 6 

a 0 

+ 0 

d 

c 

d 

c rf 

c 

a 

0 

+ ° n 

6 


c + 0 

0 + d 

c + 0 

0 + df 


a 0 

a 

0 0 

6 

0 6 

c 0 

+ 0 

+ , 

0 + 

0 d 


a x 

61 

Ci 

01 + 0 

&i + 0 

0 + Ci 

a 2 

^2 

c 2 = 

#2 

b 2 

£2 

a* 

b% 

£3 

<*3 

bs 

C3 


fli fei 0 0 0 c 1 

&2 b 2 C 2 #2 b 2 ^2 

#3 ^3 ^3 ^3 £3 


01 + 0 0 + fei 0 + 0 

02 ^2 C 2 

#3 b 3 £3 


0 0 Ci 

+ &2 C 2 


ai 

0 

0 

0 

61 

0 

0 

0 

£1 

= «2 

6 2 

c 2 

+ a 2 

62 

^2 

+ a 2 

62 

c 2 

03 

&3 

£3 

03 

63 

^3 

a* 

63 

c 3 


EJERCICIOS 

1 , Demuestrese la propiedad 1 para los casos de 2 X 2 yde 3 X 3 
que faltan, es decir, para las matrices 


/a 6 \ 

r a' + a " 

1 1 

6' + fc" 

1 1 

c’ + 1 

1 1 

\c + c' d + d'y 

a 2 

b 2 

c 2 



bz 

c 3 ^ 


2 . Demuestrese que si (a u b 1} c x ) 

K"> <"), 


fll &i Ci 

^2 &2 C 2 

a' + 0" V + b" c' + c' 

333333 


«,*;><) + «. *“,<) + 
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0 i 

fci 



1 

b' c' 

X 1 

0 '' 

1 

b" 

X 

£ 0 

1 1 

b"' 

1 

c’" 

1 

0 2 


C 2 

= 

02 

b 2 c 2 

02 

b z 

£*2 02 

b 2 

Ct 

03 

*3 

^3 


03 

b 3 c 3 

03 

b 3 

£3 03 

b z 

Cz 

3. 

Procediendo < 

como en el ejemplo 2 anterior pruebese 

que 



0 i 

61 



0 i b\ C\ 


01 

bi c x a z 

61 

Cl 


02 

b 2 

^2 

= 

02 b 2 c 2 

+ 

02 

b 2 c 2 + a 2 

b 2 

c 2 


03 

b 3 

^3 


0 3 0 0 


0 

b a 0 0 

0 

Cz 


4. Utilizando ahora el ejercicio 2 anterior pruebese nuevamente el ejer- 
cicio 3. 

5. Pruebese que 


a x 4 * 02 

b z 

4 - b 2 

0 i 

b. 

+ fll 

61 

, 02 

b 2 

, 02 

6* 

c i 4 “ c 2 

di 

+ d 2 

Ci 

d 3 

c 2 

d 2 

Ci 

di 

^2 

d 2 


Para matrices de2X2y3X3es facil ver que vale la siguiente pro- 
piedad que mks adelante demostraremos para el caso general: 

Propiedad 2: Si el renglon Ri de la matriz A e$ de la forma Ri = \R\ 3 
entonces 

Ml = A I A% 

en donde A ' es la matriz que se obtiene de A cambiando el rengldn R\ 
por Ri. 


Ejemplos: 


3. 


4. 


A a A b 
c d 


= A ad — A be = A {ad — be) = A 


b 

d * 


Atfi Afei \c x 
a 2 b 2 C 2 
03 b 3 c 3 

4" A^i^2^3 4“ ACi^2^3 A^i^2^3 \bx^ 2 C 3 ^U\C 2 b 3 


A(^i^2^3 4* biC 2 a 3 4" C\a 2 b 3 **■ Cib 2 a 3 b\a 2 c 2 ^^ 2 ^ 3 ) ~ 

0 i 

“ A 02 ^2 C 2 

03 b 3 c 3 


EJERCICIO 

6 . En los ejemplos anteriores demostramos la propiedad 2 para ma¬ 
trices de2X2y3X3y para i = 1. Demuestrese la misma propiedad para 
* = 2 en el caso 2 X 2 y para i = 2, i — 3 en el caso 3X3. 
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Analicemos una propiedad mas. Supongamos que en la matriz 

' - (: i) 


intercambiamos los dos renglones. Obtenemos la matriz 


Tenemos que 


a b 
c d 


— ad — be 

| t 

Ml = - Ml- 


— cb — da; 


de donde, 

EJERCICIO 

7* Demuestrese que si en una matriz de 3X3 intercambiamos dos 
renglones, entonces el determinante de la matriz obtenida es igual a menos 
el determinante de la matriz dada. (Examinense los tres casos posibles.) 

Mas adelante demostraremos que esta propiedad vale en general. 

Propiedad 3: Si la matriz A f se obtiene de una matriz A intercambiando 
dos renglones, entonces 

M'l = - Ml- 

Observemos, finalmente, que 


1 0 
0 1 


- 1 


1 0 0 
0 1 0 
0 0 1 


1. 


Veremos que, en general, se tiene: 
Propiedad 4: 


0 

1 

0 

... o 


0 

0 

1 

... o 

= 1 

0 

0 

0 

... 1 



En lo que resta de este parrafo nos ocuparemos de demostrar las propie- 
dades 1, 2, 3 y 4 en el caso general. (En una primera lectura pueden omi- 
tirse estas demostraciones.) 

Demostracion de la propiedad 1. Sea 


A = 


a lx a X2 
&21 a 22 


#1 n 
&Zn 


Ct n2 • * • a nn J 
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Supongamos que el renglon Ri de A es suma de dos vectores: 

Ri = R' + R". 

i % 

Asi, tenemos que 


(#iij &i2f * * *} #in) 


v ti* 42* 4n 7 ' 41* 42* * in 9 

(d\ 4 - a”, a? + a" , ... , a' +«"). 

V 41 41 * 42 42* * 4W 4W ' 


Entonces 


Ml = #1<7(1) #2(7(2) #i(7(i) ••• #n(7(n) “ 

“ 2 ( reSTi e ( cr ) Chaci) ••• (#%<7(i) + ••• #n(7(n) = 

= Sy-egrt e (#) #i<7(i) #2(7(2) * •• #^<7(4) #n<7(») + 

2o- € g n C (° r ) #2(7(2) ^ /, 4(7(4) * • * #n(7(n) = 

- Ml + Ml- 


Demostracion de la propiedad 2. Sea .4 como antes y supongamos que 
R i = XR \: 

(#il 3 #i 2 ? • • *j #in) = A(fl ii, # i23 * * *3 # in) 

~ (A# ix 5 A# i 2 s • * *3 A a -I*). 

Entonces 


A \ = 2 «s„ e ( <r ) a i ff ( D *• 

• #i(7(i) • • 

* #n(7(n) “ 

= •• 

• Xa'ior(i) ‘ 

• • #ncr(») 

= ^ 2 aes» 8 M) a l<J(l) ■ 

f 

* * # i(7(i) • 

• • #ncr(n) : 

II 




Demostracion de la propiedad 3. Sean 


A = 


#11 #12 * ’ 

- • #1« " 

b ii ^12 • - 


#21 #22 • ■ 

* * #2 n 

= ^ 21 ^ 22 * ‘ 

.. i> : 

#ni #n2 * 1 

* * #nn 

J 

b n i bn 2 • 

.. b 


bij = a%j para toda i, j e i^r 9 i^s 
b r j = a S j para toda j 
b 8 j — a r j para toda j. 


con 
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En palabras, A' es la matriz obtenida de A intercambiando los renglones 
r y s (suponemos, desde luego, que r=£s). Para cada a £S n definimos r£S n 
como sigue: 

t(z) = <r(i) para toda i^r 3 
r(r) = <r (s) 
t(s) = <r(r). 

Evidentemente, si a es una permutacion par (respectivamente, impar) en- 
tonces r es una permutacion impar (respectivamente par) pues t se obtiene 
de <r mediante una transposicion. Entonces 


\A\ == 21 c (<r) fli<7(i) * * * a rcr(r) * 
= 2 e (o) ^ 1 ^( 1 ) • * * b 8 o{r) • 
= 2-*(o)6lT(l) ••• b 8 T(8) 

= -Ml- 


* • • ^n(T(n) 

br<T(8) * * * b n o(n) 

• b r T(r) • • • bnr (n) 


Demostracion de la propiedad 4. En la matriz 




ri 

0 

0 

... (n 



0 

1 

0 

... o 


i = 

0 

0 

1 

... 0 



0 

V. 

0 

0 

... lj 

tenemos que 

a% 

; = 

0 

si 

*¥=■} 


di 

i 

1 . 




Por consiguiente todos los sumandos a 1( j^ 1) a 2 a{ 2 ) • • * tfn< 7 (n) son cero excepto 
a xx a 22 • • * &«n que vale 1 . Y como la permutacion correspondiente a ese 
termino es par, tenemos que |JJ = 1. 


6. MAS PROPIEDADES DE LOS DETERMINATES 

Las propiedades 5, 6 y 7 y sus corolarios que a continuacion veremos, 
se demostraran utilizando las propiedades basicas demostradas en el parrafo 
anterior. 

Propiedad 5 : Si una matriz cuadrada tiene dos renglones iguales entonces 
su determinante es cero. 

Demostracion. Sea A dicha matriz y A' la que se obtiene de A inter¬ 
cambiando los dos renglones que son iguales. Entonces A = A r por lo que 
\A\ = \A'\. Pero, segun la propiedad 3, tenemos tambien que \A'\ = — |i4|, 
de donde \A\ = —1-4|. Luego 2\A\ = 0, por lo que |-4| = 0. 
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PkopiEDAD 6: Si una matriz cuadrada tiene un renglon de ceros } entonces 

su determinante es cero. 

Demostracion. Se sigue inmediatamente de la propiedad 2 tomando 
A = 0 y R'i arbitrario. 

EJERCICIOS 

8. Pruebese directamente la propiedad 5 para determinantes de matrices 
de 2 X 2. 

9 . Lo mismo para matrices de 3 X 3 para el caso en que sean iguales el 
segundo y el tercer renglones. 

Antes de analizar la siguiente propiedad conviene ver el caso de 2 X 2 
y de 3 X 3, lo que haremos en los siguientes ejercicios. 

EJERCICIOS 

10 . Pruebese que 


a b 


a b 

c + \a d+\b 


c d 


11 . Pruebese que 


Oi 

by 

Cl 


0.1 

by 

Ci 

a 2 + Xd z 

b 2 Xb 3 

c 2 + Xc z 

— 

&2 

b 2 

c 2 

<z 3 

^3 

C 3 


@3 

b z 

C 3 


12 . Pruebese que 


a x 

bi 

Cl 


a x 

by 

Ci 

*2 

b 2 

C 2 

= 

&2 

b 2 

C.2 

a 3 + + fxa 2 

b 3 + \b x + fib 2 

c z + A c x + (jlc 2 


a z 

&3 

C 3 


Los ejercicios anteriores pueden resolverse calculando directamente los 
determinantes a partir de la definicion; pero es mejor resolverlos utilizando 
propiedades demostradas antes. En efecto, por la propiedad 1, tenemos que 


*1 

bi 

Ci 


a i 

b x 

Ci 


a l 

by 

Cy 

02 + Aa 3 

b 2 “I - A b z 

c 2 *4” A c z 

= 

a 2 

b 2 

C‘2 

+ 

Xd 3 

A b 3 

m 

*3 

b 3 

c 3 


ci z 

b 3 

c 3 


<*3 

b 3 

C 3 


y, por la propiedad 2, el segundo sumando de esta expresion es 


CLl 

by 

Cl 


ai 

by 

Cl 

A d z 

Afe 3 

A c z 

= A 

d 3 

by 

C 3 

d z 

b 3 

C 3 


d 3 

by 

C 3 
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Finalmente y segun la propiedad 5, este ultimo determinante es cero pues 
tiene dos renglones iguales, con lo que queda demostrada la propiedad. 

EJERCICIO 

13. Resuelvase nuevamente el ejercicio 1 utilizando ahora el razona- 
miento que acabamos de exponer. 

[Esta propiedad es v&lida en general.] 

Propiedad 7: Si la matrix A' se obtiene de la matrix cuadrada A suman - 
do a un renglon un multiple de otro, entonces \A\ — \A'\. 

Demostracion. Se hace como en los casos de3X3yde2X2 que 
acabamos de ver. En efecto, si al renglon Ri le hemos sumado A veces el 
renglon k, entonces, utilizando las propiedades 1 y 2 obtenemos 

Ml = Ml + x|jj| 

en donde B es una matriz que tiene los renglones • que ocupan los lugares 
i y k iguales. Por lo tanto \B\ = 0, de donde \A'\ == \A\. 

Aplicando repetidas veces la propiedad 7 obtenemos el 

Corolario 1: Si a un renglon de una matrix cuadrada A le sumamos una 
combinacion lineal de los demas renglones, entonces el determinante de 
la matriz obtenida es igual al determinante de A. 

Corolario 2: Si los renglones de una matrix cuadrada son Unealmente 
dependientes 3 entonces su determinante es cero . 

Demostracion . Si los renglones de la matriz A son linealmente depen- 
dientes entonces alguno de ellos es combinacion lineal de los demas. Restando 
a dicho renglon la combinacion lineal obtenemos una matriz A' que tiene 
un renglon de ceros y tal que (por el corolario 1) \A'\ = \A\. Como \A*\ = 0 
se obtiene el resultacfo. 


Ejemplo 

1. En la matriz 


A * 


1 2 
4 5 
6 9 



los renglones son linealmente dependientes pues, por ejemplo, 


(6,9,12) = 2(1, 2, 3) + (4,5,6). 
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Si a (6,9, 12) le restamos esta combinaci6n lineal obtenemos 


A’ 


1 2 31 
4 5 6 
0 0 0 

✓ 


Tenemos que \A\ = \A'\ y \A'\ = 0, de donde, |j4| = 0. 

Recordemos que la transpuesta de una matriz ^4 es la matriz A* cuyos 
renglones son (en el orden respectivo) las columnas de A . Por ejemplo, 


En general, si 

A = (an) 

entonces 
en donde 


;> *-(; ;)• 

1 ^ j ^=n) 

A* - (6ii) 

bij = flji. 


Veamos lo que pasa con los determinantes de A y de AK En el caso 
2X2 tenemos: 


Ml = 
M*l = 


a b 
c d 

a c 
b d 


= ad— be 
— ad— be 


por lo que vemos que \A\ = \A*\. 


EJERCICIO 

14. Calculando directamente demuestrese que 



bx 

Cl 


a x 

a* 

<*z 

a 2 

b 2 

c 2 

= 

bi 

b 2 

h 

a 3 

b 3 

C* 


Ci 

c 2 

c z 


M‘l- 


Propiedad 8 : El determinante de una matriz cuadrada A es igual al deter¬ 
minants de su matriz transpuesta AK 

Demostracion . Sea, como escribimos antes, A = (a^), A* = (bij) en 
donde bij = aj it Tenemos que 

\A\ = 2 (TCSn e(<T)«i<T(i)a 2 <7(2) ••• tfncr<n) 

= 2 ( 7 CSn e (<0 ^<J(1 )i^<7(2)2 b G (n)n. 
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Ahora bien, si <r(i) —j, entonces, por definicion de cr 1 , tenemos que <r _1 (;) 
Por lo tanto, 


Ya que, ademas, por ser <r una permutacion 

Ml-),*(2),..'.*(#)} = {1,2, •••!«}, 

podemos reordenar los factores en cada sumando y escribir 

b <J (1) 1^ a (2) 2 * * * &(7(n)n 88 ^i<r’' 1 (i)^ 2 (r“' 1 ( 2 ) ••• ^ncr^n)* 

Ya que si <r recorre a -1 recorre tambien S n (vease el final del parrafo 3) y 
que c (or) = e(o*' 1 ), tenemos que 

Ml = 2 a _ lcgn c(o'“ 1 ) bio^iDbaa^w * * * ^ntT^n) “ M*|, 

con lo que queda demostrada la propiedad 8. 

Esta propiedad permite enunciar el siguiente resultado: 

Todas las propiedades que hemos demostrado para los renglones, valen 
tambien para las columnas . En particular, las propiedades 1, 2, .7. 

Desarrollos por menores. Finalmente veremos una propiedad que per¬ 
mite expresar un determinante de orden n como suma de n determinantes 
de orden n — 1. Esta puede servir para dar otra definicion, de tipo induc- 
tivo, de determinante. 

Si A es la matriz 



” #11 #12 * 

• #m^ 

A = 

#21 #22 • 

• #:2n 


<a nl a n2 • 

■ * &nn - 


con Aij denotaremos la submatriz de A que se obtiene omitiendo el renglon 
i y la columna ; en A. Por ejemplo, si 



A1 determinante \Aij | se le llama el menor del elemento a\$. Por ejemplo, 
para el caso anterior, el menor de an es 


Mn| = 


5 6 
8 9 


= - 3 , 
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y el de # 3 3 es 


Sea 


|^33| ~ 


1 2 
4 5 



A = 

Un simple calculo prueba que 


#11 #12 #13 

#21 #22 #23 
k #31 #32 #33 „ 


En efecto, 


\A\ — #ii]-4n| # 12 (^ 121 4-a 13 |^4i3 


— #11#22#33 4“ #12#23#31 4“ #13#21#32 #13#22#31 #12#21#33 #11#23#32 ’ 

= #11 (#22#33 #23#32) #12(#i21#33 #23#3l) 4“ #13 (#21#32 #’22#3l) == 

= #u|i4n| ““#12|-^12| 4” #13|^is|- 


EJERCICIO 

15. Demuestrese que 3 para esa matriz, 


\A\ = -a 21 \A 21 \ + a Z2 \A 22 \-a 23 \A 2 3 \ 

~ #3l|^3l| ^321321 4" #33|^33| 

” #nMii| ~ #2i|^2i| 4* a zl \A zx \ 

“ *”#i2|^i2| 4"#22)^221 ^32)^321 

~ #13131 #23)^423! 4~ #3 3 |i4331. 


A las expresiones del ejemplo y del ejercicio anteriores se les suele llamar 
desarrollo del determinante con respecto al renglon o a la columna respectiva. 

Para demostrar la validez de estos desarrollos en el caso general nos seran 
utiles los dos lemas siguientes: 


Lema 1 : Si en la matriz 


C #11 #12 • * * #m 1 
I a 2 ! a 22 * • • #2n 


L #»1 #»2 • • * #nn J 


Oni — a „2 = — == anrt-i = 0, entonces 


|-^| &nn[-^nn| 


12 3 4 
5 6 7 8 
8 7 6 5 
0 0 0 9 



1 

2 

3 

= 9 

5 

6 

7 


8 

7 

6 


Por ejemplo, 
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Demostracion del lema. Tenemos que 

\A\ = 2 a£gn e(o p )ai<7 (1 )a 2 cr(2) ••• flna(n). 

Como a ni 7 (n) = 0 para a(n) =£ n, tenemos que 

\A\ — 2<r€S»-ie( O') d 1 a(i)d2(T(2) ••• fln-l<x(n-i) fl nn “ 

Lema 2: Si en una matriz cuadrada A todos los elementos distintos de a if 
en el renglon i son cero, entonces 

\A\ = (-l)*+' a|# | il „|. 

Demostracion . Observemos primero las matrices 



Es facil ver que podemos obtener A' de A intercambiando el renglon i por 
el £+1, despues por el £ + 2 , etc., hasta intercambiarlo con el renglon n y, 
despues, la columna j por la ;+1, luego por la ; + 2, etc., hasta intercam- 
biarla con la columna n. Habremos hecho, en total (n — i) + {n — j) inter- 
cambios de renglones o columnas. Como en cada intercambio, los determi- 
nantes de las matrices correspondientes difieren solo en el factor ( — 1), 
tendremos que 

\A\ = (-1)w \A'\ 

( — _ ( — l ) 1 +} ' 


y como 
resulta que 


\A\ = 
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Ahora bien, segun la hipotesis, en el ultimo renglon hay ceros excepto, posi- 
blemente, aij. Por lo tanto, por el lema anterior tenemos que 

\A j 

(observese que los menores del elemento en A y en A ' son iguales). Por 
consiguiente sustituyendo la ultima igualdad en la penultima, se obtiene 

Ml- 

Ejemplos: 

a 

0 

a" 

13 0 2 
0 10 0 
2 0 5 1 
10 0 1 

Propiedad 9. Si A es una matriz de nXn, entonces 

\A\ = (-l)** 1 a il |^ il j + ( —l) i+2 a i2 |^4 i2 | + ••• + (- l) i+ ” a in \A in \. 

= {-\)"> a^A^ + (-l)*+ f a 2l \A 2 ,\ + ••• + (— 1 ) B+ ^ a„j\A„j\. 

En palabras, podemos encontrar el determinante de una matriz A desa- 
rrollandolo con respecto a cualquier renglon i o tambien con respecto a 
cualquier columna j. 

Demostracion. La segunda parte es consecuencia de la primera debido 
a que el determinante de una matriz es igual al de su transpuesta. 

La demostracion de la primera parte quedara clara si examinamos, por 
ejemplo, el desarrollo de un determinante de orden 3 con respecto a un 
renglon, digamos el segundo. Tenemos, debido a la propiedad basica 1, que 


0 c' 
b" <?*' 


(-1 ) 5 


= ( — 1 ) 3+3.5 


a b 
a" b" 


1 3 2 
0 1 0 
1 0 1 


a b 
a" b" 


= 5 ( — 1 ) 2+2 • 1 


1 2 
1 1 


= -5. 


Ml- 

&xx a 12 a 13 


#11 #12 #13 


a ll #12 #13 


#11 #12 a X3 

0,21 a 22 a 23 

= 

o 

o 

H 

<M 

+ 

o 

rH 

W 

Q 

o 

+ 

0 0 a 2 3 


#31 ^32 #33 


#3 1 #32 #33 


#31 #32 #33 


#31 #32 #33 


de donde, tomando en cuenta el lema anterior, resulta que 

Ml = {-l) 2 ^a 21 \A 21 \ + (— 1) 2+2 a 22 \A 22 \ + ( -1) 2 * 3 a 23 \A 23 \. 

La demostracion del caso general sigue, paso a paso, la del ejemplo an¬ 
terior. 
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7. CALCULO DE DETERMINANTES 

Para calcular el determinante de una matriz de nXn, utilizando la ex- 
presion que dimos en la definition, hay que encontrar n\ productos de n 
factores cada uno y despues su suma, con el signo correspondiente. Para los 
casos de 2X2 y 3X3, e incluso de 4X4, esto no presenta serios problemas. 
En efecto, 2! = 2, 3! = 6, 4! = 24. Pero para valores mayores de n este 
metodo es totalmente impracticable. Por ejemplo, si quisieramos calcular asi 
el determinante de una matriz de 7 X 7 deberiamos efectuar 5 040 productos 
de 7 factores cada uno. Para matrices de 11X11, casi 40 millones de pro¬ 
ductos. 

Los desarrollos por menores son igualmente largos. Por ejemplo, para un 
determinante de 11X11 hay que calcular 11 determinantes de 10X10, cada 
uno de los cuales conduce a 10 de 9X9, etc. 

Sin embargo, el uso apropiado de algunas propiedades de los determi¬ 
nantes puede abreviar enormemente los calculos. Daremos a continuation 
unos cuantos ejemplos. Las propiedades que se usan son, principalmente, 
las que permiten agregar a un renglon (o columna) un multiplo de otro 
renglon (o columna), o bien el intercambio de renglones (o columnas) 
cambiando el signo convenientemente o, finalmente, “sacar” un factor de 
un renglon (o columna). 


Ejemplos: 

1 . 


1 

i 

1 

1 


1 

1 

1 

1 

1 

i 

-1 

-1 


0 

0 

-2 

-2 

2 

-i 

2 

-1 


0 

-3 

0 

-3 ~ 6 

1 

2 

-1 

-2 


0 

1 

-2 

-3 


1 

0 

1 



1 

0 

1 

= 

-6 0 

1 

1 

= 

-6 

0 

1 

1 = 12. 


0 

-2 

-4 



0 

0 

-2 


2 . 


1 

1 

1 1 1 

2 3 4 


1111 

0 12 3 


1 

3 6 10 


0 2 5 9 


1 

4 10 20 


0 3 9 19 



1 

- 0 
0 
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3. 


1 

2 


3 


4 


10 

2 

3 

4 


1 

2 

3 

4 

2 

3 

3 

4 


4 

1 


1 

2 

= 

10 

10 

3 

4 

4 

1 

1 

2 

= 10 

0 

0 

1 

2 

1 

-2 

-3 

-2 

4 

1 


2 


3 


10 

1 

2 

3 


0 

-1 

-1 

-1 



i 


1 

—. 

3 


1 

1 

-3 






= 20 


i 

— 

1 

— 

1 

= 20 

0 

-2 

2 

j = 160 






- 

■l 

- 

1 

— 

1 


0 

0 

-4 







4. 


1 

a 

a 2 

i 

0 0 

1 

b 

b 2 = 

i 

b-a b 2 -ab = 

1 

c 

c 2 

i 

c-a c 2 -ac 

= 

(b-a) (c- 

-*> ! 

b 

c 

= (6-a)(£-a)(c-&) 


5. 


1 

a 

a 2 

a 3 

1 0 

0 

0 

1 

b 


b 3 

_ 1 b-a 

b 2 -ab 

b 3 -ab 2 

1 

c 

c 2 

c 3 

~ 1 c-a 

c 2 -ac 

c 3 -ac 2 

1 

d 

d 2 

d 3 

1 d-a 

d 2 -ad 

d*-ad 2 


1 b b 2 

= ( b-a) ( c-a)(d-a) 1 c c 2 

1 d d 2 


= (b-a) (c-a) (d-a) (c-b) (d-b) (d-c). 

EJERCICIOS 

1 . 2 . 


1 

1 

1 

1 

i 









1 

2 

3 

4 

5 


1 


2 

3 





1 

3 

6 

10 

15 


2 


1 

3 





1 

4 

10 

20 

35 


3 


1 

2 





1 

5 

15 

35 

70 

4. 













i 


2 

3 


4 


5 

a 

b 

c 



2 


3 

4 


5 


1 

fc 

c 

a 



3 


4 

5 


1 


2 

c 

a 

b 



4 


5 

1 


2 


3 






5 


1 

2 


3 


4 






6. 








a 

b 

c 

d 



1 

-3 


4 


6 



c 

d 

a 


— 

2 

4 


1 


7 


£ 

d 

a 

b 



3 

-1 


2 


5 


d 

a 

b 

c 


— 

1 

2 


3 


7 




7. 


8. CARACTERIZAClON 


13 0 0 
2 13 0 
0 2 13 
0 0 2 1 


0 0 10 0 
0 10 0 0 
1 0 0 0 0 
0 0 0 0 1 
0 0 0 1 0 


11. Pruebese que si 

I 1 a x 


1 <z» 


entonces 

Mn ==: (dn #i) (fln-i 

M n se llama el determinante de Van 
pruebese, por induccicn que 


RANGO DE UNA MATRIZ 133 


8. 

1 

3 

0 

0 

0 


2 

1 

3 

0 

0 


0 

2 

1 

3 

0 


0 

0 

2 

1 

3 


0 

0 

0 

2 

1 


10. 

0 

0 

I 

0 

0 

0 

2 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

3 

0 

. 0 

0 

0 

4 

0 

0 

0 

5 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

6 


a 2 • • 

■ a n l | 

i 

1 1 

a 2 •• 

• a” -1 

2 

2 

a 2 * - 

. . a nr -1 

n 

n 


q) • • • ( a 2 fli) Af n -i. 
der Monde. Utilizando lo anterior 


M n — II/>i (aj — ax) (1^=*, j^n). 


8. CARACTERIZAClON DEL RANGO DE UNA MATRIZ 
MEDIANTE DETERMINANTES 

En el segundo parrafo de este capitulo definimos el rango de una matriz 
como la dimension del espacio vectorial generado por los renglones. Demos- 
traremos ahora que el rango es igual tambien a la dimension del espacio 
vectorial generado por las columnas. Esto sera consecuencia del teorema 2. 
Empecemos demostrando lo siguiente: 

Teorema 1: Un conjunto {A u A 2 , ••• ,A S } de vectores de R n (s^n) es 
linealmente dependiente si y solamente si todos los determinantes de sXs 
formados con las coordenadas de los vectores son cero. 

(Durante la demostracion se precisa el significado de la expresion “for- 
mado con las coordenadas’ , ). 
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Gonsideremos primero el caso s = 2. Sean 

A = (d 1} a 2} • • •> a n) 

B = ( bi, b 2} b 2} •. ., bn) • 

Supongamos que son linealmente dependientes es decir, que 

otA + /3B = 0 


con a o (3 distintos de cero. Digamos que ft 0. Para cada i = 1,2, •.•, n 
tenemos que 

aa\ 4- (3b j = 0. 

Entonces 


] 

di 

a i 



0 

0 



a* 

aa\ 4- (3bi 


aj 

aa.j 4- pbj 


-p 


d\, d j 

bi b, 


y como (3 0, tenemos que 


d\ d j 

bi bj 


= 0, 


es decir, todos los determinantes de 2 X 2 formados con las coordenadas de 
A y B son cero. 

Inversamente, supongamos que para toda pareja 


Veremos que entonces A y B son linealmente dependientes. Si A — 0, no hay 
nada que demostrar. Supongamos pues que A = 7 ^ 0 , por lo que alguna coor- 
denada de A es distinta de cero. Supongamos, para facilitar la escritura que 
a x 0. Entonces 

{-b 1 )A J ra 1 B = {-b 1 ) {a 1} a 2> . ..,a n ) 4- a 1 (b l) b 2} b n ) = 0 

pues, por hipotesis dibj — djbi = 0. Ahora bien, ya que a t =£ 0, la relacion 
( — b x ) A 4 -< 2 ijB = 0 prueba la dependencia lineal. 

La demostracion del teorema se hace por induccion. Para evitar una 
notacion complicada, solamente senalaremos como del caso s = 2 se deduce 
el caso 5 = 3. 

Sean 

A = (fli, d 2 , • • •, a n ) 

B = (b ly b 2 , • • •, b n ) 

(3 (^lj ^ 2 ) * • • } £») • 
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Supongamos primero que {A, B,C} es linealmente dependiente. Entonces 
hay una combinacion lineal 

aA + /3B + yC = 0 

con algun coeficiente distinto de cero. Supongamos que y =£ 0. Tenemos 
entonces que, para toda i, 

acii + (3b i + yCi = 0. 

Por lo tanto, 

d% &j & k 

0 = bi bj b k 

aa{ + pbi + yCi adj + ftbj + yCj ad k + fib k + yC k 

dj dj d k 

= y bi bj b k 

Ci Cj Cfc 

y como y=£0 resulta que todos los determinantes de 3 X 3 formados con 

las coordenadas de A, B y C son cero. 

Inversamente, supongamos ahora que todos esos determinantes son cero. 
Si {A } B} es linealmente dependiente, tambien {A,B,C} lo es y no hay 
nada que probar. Supondremos pues que { A , B } es linealmente indepen- 
diente. Entonces por hipotesis de induccion, algun determinante 

a % a j 
bi b j 

es distinto de cero. Sin perdida de generalidad supondremos que 



de donde 


CL i CL o d k 

0 = b 2 b k = aa k + /3b k + yc kj 

Ci Co c k 

aA + pB + yC = 0 


y como y =4 0, { A , B, C) es linealmente dependiente, con lo que queda pro- 
bado el teorema. 
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Teorema 2 : El rango de una matriz A es r si y solo si existe una submatriz 
de rXr de A cuyo determinante es distinto de cero y, ademas, los deter- 
minantes de todas las submatrices de sXs con s>r son cero. 

Demostracion. Si r es el rango de A, por definition existen r renglones 
linealmente independientes. Por el teorema anterior hay una submatriz de 
rXr cuyo determinante es distinto de cero. Ahora bien, si s>r 9 s renglones 
son siempre linealmente dependientes. Luego, segun el teorema anterior to- 
dos los determinantes de las submatrices de sXs son cero. 

Corolario 1 : El rango de una matriz es igual a la dimension del sub - 
espacio vectorial generado por las columnas. 

Corolario 2: Una matriz de nXn es de rango n si y solo si su determi¬ 
nante es distinto de cero . 
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CaPXrULO 


Sistemas de 
ecuaciones lineales 


1. DEFINICIONES 

Se estudiaran ahora sistemas de m ecuaciones lineales con n incognitas, es 
decir, sistemas del tipo 


a xl x x + a 12 x 2 + • • • + a ln x n = k x 
^ 21^1 + clzzX'l 4- * • • + a 2n x n — k 2 


| d" G7x12X2 + * * • + O mn X n k m . 

Los coeficientes de las incognitas Xj y los terminos libres k { se supon- 
dra que son numeros reales aunque todo lo que se diga valdra para el caso 
en que dichos numeros se tomen del campo de los numeros complejos o, en 
general, de un campo arbitrario. 

A1 sistema anterior se le asocian dos matrices, la matriz del sistema, de 
m renglones y n columnas 


a ll a \2 • 

.. a ln 

a 2 i a 22 • < 

* • 0-2 n 


V. ^ml J 
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y la matriz aumentada con los terminos libres, de m por n 4* 1 



#11 #12 • 

• dm 

A' = 

#21 #22 * 

• d 2 n k 2 


k #ml #m2 * ■ 

. d mn km" 


Denotaremos con B 1} B 2 , • • *, B n a las columnas de A : 

B i = (<2u, ^2ij ’ * •) #mi) 

B 2 — (<2l2; #22 j * * *j #»12) 


= (d ln , #2*» 5 * * *5 * 

Con K denotaremos la columna de los terminos libres: 

K. = (All, * • * 5 • 

Las Bi y K son vectores de R w . Entonces el sistema puede escribirse, en 
forma vectorial, con una sola ecuacion: 

x 1 Bi + x, 2 B 2 d- * • * + x n B n — K. 

Diremos que un vector S = (s 1} s 2 , . • •, .f w ) de R n es solucion del sistema 
si S es solucion de cada una de las ecuaciones del sistema, es decir, si 

a 11 S 1 + 6^12^2 d - * * * 4 * &mSn ^1 
Cl 2 \S\ d" ^ 22^2 d“ * * * d~ d 2 n S n h 2 


| dmiSi d~ d m 2^2 d~ * * * d~ d mn S n k m . 

En otras palabras, S = (s 1} s 2 , .. s n ) es solucion si y solo si 
S 1 B 1 + s 2 B? + • • • d- s n B n — K } 

y en este caso K pertenece al subespacio vectorial de R w generado por 

Un sistema se llama homogeneo si K = 0, es decir, si k x = k 2 = • • • — 
k n = 0. 

Como sabemos de cursos elementales de matematicas hay sistemas que 
tienen muchas soluciones, otros tienen una solucion unica y otros no tienen 
solucion. 

Por ejemplo, el sistema 


(x + y = 3 
l x - y = l 
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tiene una sola solucion: (2, 1). El sistema de una sola ecuacion 

{2 a; — y = 0 

tiene una infinidad de soluciones, a saber, todos los puntos (a, b) de la recta 
que pasa por (0,0) y (1,2). 



El sistema 

Cx + y ~ 2 
x + y = 3 

no tiene solucion. 

EJERCICIOS 

1. Diganse cuales de los siguientes vectores son solucion del sistema: 

{ x x —* 2x 2 4- * 3 — 3* 4 = — 2 

2 *i + *2 “ * 3 + 2*4 = — 1 

*1 + 3*2 — 2*3 + 5*4 = 1 

= (1,7,8,-1), (1,1, -1,1), (3,3, 1,0), 

(-1,2, 1,0), T = (2,9, 14,0). 

2. Un sistema homogeneo de ecuaciones lineales siempre tiene solucion. 

3. Dese un ejemplo de 3 ecuaciones con 3 incognitas para cada uno de 
los casos siguientes: 

a) Que tenga una infinidad de soluciones. 

b) Que tenga una sola solucion. 

c) Que no tenga soluciones. 
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4. Pruebese que S « (1, 2, 3) es solucion del sistema 

AJiBj *4" X 2 B 2 4* X zB z = 

en donde 

ft- (-2,1,3,-1) ft- (2,1,1,-1) 

ft - (2,0, -1,0) (8,4,4,-4). 

5. Pruebese que 6* = ($i, ^ • • •, s n ) = (1, 1, •••, 1) es solucion del 
sistema 

x x 4- x 2 4- u • • x n = n 
x x — x 2 4- • • • — x n 0. (n par) 

6. Pruebese que (1,2, •••,») es solucion de 

( 2x 1 4- 2 x 2 + • • • + 2x n — n 2 4- n 

\ — 2x 1 + 2x 2 — • • • + 2x n = n. (n par) 

7. Demuestrese que »S = ( — 1,2, 1) es solucion de 

x x + x 2 4- 4x 3 = 5 
2x ± 4- a: 2 4- 3* 3 = 3 
3x t 4- x 2 4- 2 x 3 = 1 
4.v x 4- ^2 + x 3 — — 1. 

Usando esto, expresese K como combinacion lineal de B 1} B 2 y B z , en donde 

Bx=( 1,2, 3,4) B, = (4, 3, 2,1) 

£*= (1,1, 1,1) X- (5, 3,1,-1). 

8. Encuentrese la solucion del sistema 

x i 4" x 2 4- x 3 4* • • * 4- x n = n 

x 2 4- x z 4- • • • 4- * w == n — 1 

x 3 4" • • • 4- x w = n — 2 


* n = 1. 

Usando esto, expresese K = (n, n—1, n —2, ..., 1) como combinacion li¬ 
neal de los vectores 

ft- (1,0,0,...,0) 

D 2 = (1, 1,0, • •., 0) 

D 3 = (1, 1,1, • • •, 0) 


D n = (1,1,1,...,!). 


2. EXISTENCIA DE SOLUCIONES 

Lo que hemos estudiado acerca del rango nos permite dar un criterio 
sobre cuando un sistema tiene o no soluciones. 


Teorema: Un sistema de ecuaciones lineales tiene solucion si y solo si el 

rango de la matriz del sistema es igual al rango de la matriz aumentada. 
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Demostracion. Que el sisterna 

+ X 2 B 2 + * # # + XnB n = K 

tenga solucion significa que existe S = {si, s 2 , tal que 

SxB t + s 2&2 B + • • • + s n B n = K. 

Esto equivale a decir que K pertenece al subespacio V de R w generado por 
{B 1} B 2 , • • • , B n }, lo cual ocurre si y solo si V es igual al subespacio generado 
por {B 1} ••*,B n ,K}. Y como VC.U, esto ocurre si y solo si V y U tienen 
la misma dimension, o sea, si y solo si los rangos de la matriz del sistema y 
de la matriz aumentada son iguales. 

Asi pues, usando el metodo descrito en el capitulo anterior para calcular 
el rango de una matriz resulta facil conocer cuando un sistema tiene o no 
solucion. 

Ejemplos: 

1. Consideremos el sistema 

{ x + y — w = 0 

* + z ~ w = — 1 

— x + y—2z + w = 3. 

Su matriz aumentada es 

'1 1 0-1 O ' 

1 0 1 -1 -1 , 

-l 1-2 1 3 rf 

la cual es equivalente a 


fl 

1 

0 

-1 

O' 


fl 

1 

0 

-1 

0" 

0 

-1 

1 

0 

-1 

r—' 

0 

-1 

1 

0 

-1 

0 

2 

-2 

0 

3 


0 

0 

0 

0 

IJ 


Esta ultima es escalonada y tiene los 3 renglones distintos de cero. Por lo 
tanto su rango r' = 3. La matriz del sistema, como submatriz de la aumen¬ 
tada, es equivalente, segun podemos observar, a 

"1 1 0 -f 

0-1 10 

0 0 0 0 , 

la cual es de rango r = 2. Como r r', segun el teorema el sistema no tiene 
solucion . 
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2. Analicemos el sistema 


x — y + 2z — 1 

j y- z = 1 

3x + y — z — 0 

+ y — 2. 

Su matriz aumentada es 

f 1 2 H 

0 1-11 

3 1-10 

L4 1 0 2 J 

que es equivalente a 


f 1 

-l 

2 

n 


n 

-l 

2 

n 


i 

-1 

2 

n 

0 

l 

-1 

l 


0 

i 

-1 

l 


0 

1 

-1 

l 

0 

4 

-7 

-3 


0 

0 

-3 

-7 

/— ' 

0 

0 

-3 

-7 

Lo 

5 

-8 

— 2j 


Lo 

0 

-3 

— 7j 


lo 

0 

0 

OJ 


Vemos que la matriz del sistema es equivalente a 

fl - 1 2> i 

0 1 -1 

0 0 -3 * 

10 0 Oj 

Asi pues, las dos matrices son de rango 3, por lo que el sistema tiene solucion. 

3. Un sistema de n ecuaciones con n incognitas tal que el determinante 
sea distinto de cero tiene solucion. En efecto, la matriz aumentada es de 
nX(n+l) ysu rango no puede ser mayor que n. Ademas es n porque con¬ 
vene como submatriz a la matriz del sistema que es de rango n pues su deter¬ 
minante es distinto de cero. 

4. Todo sistema homogeneo tiene solucion, pues el rango de la matriz 
aumentada es igual al rango de la matriz del sistema. [Es claro que este 
resultado es mas facil de ver observando simplemente que (0, 0, • • •, 0) es 
solucion.] 

5. Un sistema de m ecuaciones con n incognitas con m < n y rango 
r = m tiene siempre solucion. En efecto, el rango de la matriz aumentada 
no puede ser mayor que m pues esta es de mX(n+ 1). 


EJERCICIOS 

1. Llevando las matrices a la forma escalonada diganse si los sistemas 
siguientes tienen o no solucion: 

( x — y = 1 ( —x + 2y — 3z = —10 

\ x + y = 1 ( 2x — 4y + 6z = 15 
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{ x + y + z — 1 

-x 4- z = -1 
x — y = 1 


f X + z = 1 

<2x4-y4-3z4-* = 2 
[4x + y4-5z4-£ = 4 


{ x 4- y = 1 

ax + by = c (a^O, a =£b) 

(<z 4-1) x 4- (& + l)y = c+ l 


f x 4- y 4- z = 1 

ax + by + cz = 1 (a ^6: b, a ^ c, b c). 

[*z 2 x 4- b 2 y 4- c 2 z = 1 


2. <;Para que valores de k tienen solucion los siguientes sistemas? 

fxi 4- x 2 4- x 3 4* x 4 = 1 
•s x x 4- x 3 =1 
[ x 2 + x 4 = A; 

{ x + y — w = 0 

x 4 - z — w — k 

~x + y— 2z + w= — 4 . 

3. Para los siguientes vectores K y B 1} B 2 , • • •, £ r digase si X pertenece 
no al subespacio vectorial generado por {£ l3 B 2 , • • •, B r }: 


a) Bx- (1,2, 1,1) 

5 2 = (1,1,1,2) 

A- (-3,-2, 1,-3) 

X- (-1, 1,3,1) 

b) B t = (2, 1,1, 2) 

B 2 = (1,3,1,3) 

A- (1,1,5,-3) 

X- (2,5,-7, 14) 

^ Bx - (1,2, 3,4, 5) 

A = (2, 3, 4, 5,1) 

A- (3, 4, 5, 1,2) 

B 4 = (4,5,1,2,3) 

B 5 = (5, 1,2, 3,4) 

X- (3,-1,5, 1,7) 

d) Bx - (1,1,1,0,2) 

A = (-2,2, -1,0,3) 
A- (3, -1,2, -1,-1) 
A = (-4,0,-3, 1,1) 

A = (2, -1,0, -2,4) 

X- (-2,-3,10, - 


4. ^Es K combinacion lineal de {B t , B 2 , •••,B r }? 

a) (2, 3, 5, 2) 

B 2 = (1,-2, 1,-1) 

Z* 3 = (-1,2,-1,1) 

(1, -3,2, -3) K= (1,2, -1,4) 

fe; B 1 = (1,1,2,2) 

B 2 = (3, 1,3,1) 

A “(1,5,3, 1) X-(5,-7, 14,2) 

5. Un sistema de n ecuaciones y de rango n tiene solucion. 
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n INCOGNITAS 

En este parrafo estudiaremos los sistemas en los cuales el numero de 
incognitas es igual al numero de ecuaciones: 

011-^1 d“ CLi2^2 d* * * * d“ dm^n k x 
021*^2 d" d 22 X 2 H“ * * * d“ d 2n Xn k 2 


|^0ni*i d* d n 0 X 2 d - * d" d nn x n k n . 

En este caso la matriz del sistema es cuadrada y podemos hablar de su deter- 
minante 

dn d 12 • • • di n 
d 2 x d 2 2 ' • • d 2 n 

dni dn 2 • • • d nn 

el cudl supondremos que es distinto de cero . Segun el teorema 2 del parrafo 
8 del capitulo anterior esto equivale a suponer que el rango de la matriz del 
sistema (y tambien de la matriz aumentada) es tambien n. Lo demostrado 
en el parrafo 2 de este capitulo nos asegura que el sistema tiene solucion. 

Nos seran utiles los determinantes d\ (1 ^ i ^ n ) que se obtienen susti- 
tuyendo en (*) la columna formada con los terminos libres, en lugar de la 
columna i. Por ejemplo, 

k\ d x2 * • * dm a n ki d 13 * * * d ln 

k 2 d 22 • • • d 2n » _ d 2 i k 2 d 2 3 * * * d 2 n 

} d 2 — 

kn d n 2 * * * dnn 0nl kn d n3 * * * dnn 

Supongamos que S = (si,s 2 , •••,*«) es una solucion del sistema, es de- 
cir, que 

^11*^1 d" d\ 2 S 2 d“ * * * d* dmSn 

02i*i d* d 22 S 2 d” * * * d" 0 2 n*n k 2 (**) 






0»l*l d" d n2 S 2 d" • • * d" dnnSn k n . 


Encontremos d x : 



k x diz * 

’ a m 


011*1 d- 0 i2 *2 + • 

• d” d in Sn 

012 • 

* a m 

<*1 = 

/u 2 022 

a 2n 

= 

021*1 d* 022*2 d- • 

• d* 0 2 n*n 

022 • 

* d 2n 


kndn2 

* dnn 

—_ 

0ni*i d* 0n2*2 d“ • 

* • d" dnnSn 

0n2 • 

* • d nn 



0n*i 

012 * 

• 0m 


011 012 * 

* 01» 

= 

021*1 

0 2 2 ’ 

• 02» 

= -fi 

021 022 * 

• 02n 


0ni*i 

0»2 * 

• • dnn 

1 

0m 0«2 • 

• * d U n 
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[En el primer paso simplemente hemos sustituido ki por su valor segun (*'*). 
Despues hemos restado de la primera columna la segunda multiplicada por 
s 2 , la tercera multiplicada por s 3 , etc., y la ultima multiplicada por s n . Final- 
mente hemos “sacado” s t de la primera columna.] 

Un razonamiento completamente analogo demuestra que d 2 — s 2 d, 
d 3 = s 3 d, •.d n = s n d. Ya que hemos supuesto que d=£0, podemos escribir 


dx d 2 d n 



Con esto hemos demostrado que hay una sola solution, pues toda solu¬ 
tion (si,s 2 , •••j-J'n) debe ser igual a esta ultima. Tal resultado se conoce 
como la regia de Cramer o las formulas de Cramer. Lo enunciaremos como 
un teorema. 

Teorema: Un sistema de n ecuaciones lineales en n incognitas con el de- 
terminante distinto de cero tiene una y solo una solution, la cual esta 
dada por S = (ji, s 2i • * •> J n ) con 


*1 = 



dn 

d 


Corolario. Si un sistema homogeneo de n ecuaciones con n incognitas tiene 
el determinante distinto de cero, entonces la unica solution es (0,0,- • . 3 0). 

Demostracion. Por el teorema, sabemos que hay una sola solution, dada 
dx d n 

por Sj = —,•••, s n = —. Pero dx = d 2 — ... = d n = 0, pues las matrices 
d d 

correspondientes tienen una columna de ceros (la de los terminos libres). 


Ejemplos: 


(x + y = a 

d * 

1 1 

1-1 

= -9- 

^ 3 

dx = 

a 1 

\x- y = b 




b- 1 


= —a — b: 


d 2 = 


= b — a: 


a + b 

x = -- y 

n * 


a—b 


La solution es (- -, 

V 2 



2 . 


{ 


a: sen a + y cos a = sen 
x cos a — y sen a = cos 


2 a 
2 a 


d - 


sen a 
cos a 


cos a 
— sen a 
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, sen 2a cos a , n . o \ 

n = — (sen 2a sen a 4- cos 2a cos a) = 

cos la — sen a 

= — (2 sen 2 a cos a + cos 3 a — sen 2 a cos a) — 

= — (cos 3 # 4- sen 2 a cos a) = —cos a 


sen a sen 2 a 
cos a cos 2a 


= sen a cos 2a — cos a sen 2 a = 


= sen a cos 2 a — sen 3 a — 2 sen a cos 2 a = — (sen 3 a 4- sen a cos 2 a) 

= —sen a. 

Por lo tanto, x — cos a, y — sen a, es decir, la solucion es (cosa, sen a). 
3. 


X + 

y + 

z 

ax + by + 

cz = 

t 2 x + b 2 y + 

C 2 Z 

|1 

1 1 


a b c 
a 2 b 2 c 2 

— 


= (b — a) (c — a) 


1 

0 

0 

1 1 
b c 


(a^b, a=fcc 3 b^c) 

1 1 
b — a c — a 

b 2 — ba c 2 — ca 


b — a c — a 

b(b — a) c(c-a) 


— (b — a) (c — a) (c — b) =£ 0 . 


di, d 2 y d 3 se encuentran sustituyendo en esta ultima expresion k en lugar de 
a, b y c respectivamente. Por lo tan to la solucion es 

[(b — k) (c-k) (c — b) (k — a) (c — a) ( c — k) (b — a) (k — a) (k — b) \ 
\(b — a) (c — a) (c — b) 9 (b — a) (c — a) (c — b) 9 (b — a) (c — a) (c— b) ) 

o bien, 

f (b-k) (c-k) (k-a) (c-k) (k-a) (k-b) \ 

\(6 — a) (c — a) 9 (b — a)(c — b ) 9 (c — a) (c — b))' 

4. Expresese K — (5,1, 11) como combination lineal de B i = (3, 2, 2), 
B 2 = (2,3,1) y ft - (1,1,3). 


Queremos encontrar numeros s 1} s 2} s 3 tales que 


s±Bi 4* s 2 B 2 4 ^ 3^3 Kj 


es decir, se trata de resolver el sistema 


X\B\ 4- x 2 B 2 4* X 3 B 3 K y 
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o bien, 

3*i 4* 2 * 2 + x 3 — 5 
2x x + 3 * 2 4- x 3 — 1 
2*i + x 2 4- 3*3 = 11. 

La solucion es (2, — 2, 3) y por consiguiente 


K = 2B ± - 2B 2 4- 3 B z . 


5. ;Son linealmente independientes los vectores B x = (1,5,3), B 2 = 
(2, 1,-1), B 3 = (4,2,1)? 

Supongamos que una combinacion lineal de ellos es cero, es decir, que 


s x B x + s 2 B 2 4- s 3 B 3 = 0. 


Entonces (jj, s 2 , J 3 ) es solucion del sistema homogeneo 


es decir, de 


Como 


x x B x 4* x 2 B 2 4- x 3 B 3 — 0 


*1 + 2*;2 + 4*3 = 0 
5*i + x 2 4- 2*3 = 0 
3*i — * 2 + *3 = 0. 



4 

2 

1 


-27^0, 


la unica solucion es (0,0,0). Por lo tanto 

s x B x + s 2 B 2 4 s 3 B 3 =0 


implica s x = s 2 = s 3 = 0 , por lo que los vectores son linealmente indepen¬ 
dientes. 


EJERCICIOS 

1* Resuelvanse con las formulas de Cramer los sistemas siguientes: 


\2x - 3y 4- 2z = 0 
\ x 4 y 4 z = 2 
[3* — y — 3z = 4 

*2 4 * 3 4 *4 4 *5 = 2 
4 * 3 + *4 4“ * 5 = 3 

* 4 + * 5 = 3 

*5 = 2 


\ x sen a 4* y cos a = sen a 
{ * cos cl — y sen a. — — cos a 

2*i 4 3*3 — 5*4 = 12 

^ — 2*2 4 *3 + 3*4 = 4 

3*i — 5*2 4- 4*3 = 5 

*i — 3*2 — 4*4 = — 5. 
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2. Expresese K como combinaci6n de B ly B 2y ••• 9 B r en los siguientes 
casos: 

a) K= (-1, -4, —2), 2*i = (1,2,4), (1, -1, 1), B s = (2,2,4). 

A>(-5, -,12,5), B x = (0,1,3,4), * 2 «(1,0,2,3), A-(-3, 
-2,0,-5),2> 4 - (4,3,-5,0). 

3. ^Son linealmente independientes {2?i, ZJ 2 , . •£ r } en los siguientes 
casos? 

a) B x = (1,1,1,1), B 2 = (1,2,3,4), B 3 = (1,3,6,10), (1,4,10,20). 

b) B x — (2,3,3), il 2 = (—1,4, —2),53= (— 1, —2,4), 

cj Bi= (2,3,3,3), B 2 = ( —1,3, — 1,— 1), B 3 = (3,3, —1,3), 

• 84 = ( 2 , 2 , 2 , — 1 ). 

Sugerencia. Demuestrese que si A X B X 4- A 2 B 2 4- ... 4- A r B r = 0, en- 
tonces Ax = A 3 = ... = A r = 0. 

4. Desarrollando los determinantes 

a n a i2 a js &i 
^21 022 023 ^2 
a 31 a 32 0*33 ^3 

an a i2 a i3 ki (i = 1, 2, 3) 

dese otra demostracion (para n = 3) de la parte del teorema que asegura 

que 

d x d 2 d 3 \ 

7 7 7 / 

es solucion del sistema 

{ 011*1 + 012*2 + 013*3 = kl 

a 2x x x 4~ a 22 x 2 4* o. 23 x 2 = k 2 

031*1 4- a 32 x 2 4- ^ 33 X 3 = A: 3 . (<£^£0). 


4. SISTEMAS HOMOGINEOS 

Ahora estudiaremos los sistemas homogeneos, es decir, sistemas del tipo 

0n*i 4“ # 12*2 4~ ... 4“ a in x n ~ 0 
a 21 x t 4- a 22 x t 4- ... 4- a 2n x n = 0 


0mi*l 4“ CLm oX 2 4* •»* 4“ d mn X n 0. 

Si, como antes, denotamos con B ly B 2 , ..., B n a los vectores de R OT cuyas 
coordenadas son las columnas de la matriz del sistema, este se puede escribir 
en la forma 

x x B x 4 - x 2 B 2 4 - ... 4 - XnB n — 0 . 
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Observemos antes que nada, que los sistemas homogeneos siempre tienen 
a (0, 0, • •. , 0) como solucion, pues 


0J5i + 0Z? 2 + • • • + 0 B n = 0. 


Denotemos con W el subconjunto de R n formado por todos los vectores 
S = (s u s 2 , • • J n ) que sean solucion del sistema. En simbolos, 

S £ W si y solo si s t B t + s 2 B 2 + ... + s n B n = 0. 

Es muy facil probar que: 

Proposigion 1 : El conjunto W de todas las soluciones de un sistema ho - 
mogeneo de ecuaciones lineales 


x 1 B 1 + x 2 B 2 + • • • + x n B n — 0 


es un subespacio vectorial de R n . 

Demostracion. Veremos que W cumple las tres condiciones de la defi¬ 
nition de subespacio vectorial: 

Sean S = ( s 1} s 2} .-- y s n ) £W y T = (t u t 2) ..., t n ) £ W. Entonces 

s±Bx + s 2 B 2 + . •. + s n B n = 0 
tiB\ + t 2 B 2 + • • • + t n B n = 0, 

de dor.de, 

(s 1 + t 1 )B 1 + {s 2 + t 2 )B 2 + ... + (.*»+*„)£« = 0. 


Luego S + T £ W. 

Evidentemente, como antes observamos, 0 £W. 
Ademas, si S £ W y A £ R, tenemos que 


de donde, 
por lo que 


+ s 2 B 2 + • • • + s n B n = 0, 


^(SlBi + S 2 B 2 + ... 4“ SnBn) = 0, 


+ ( Ks 2 )B 2 + ... + (Xf»)2J n = 0. 


Por consiguiente ks 2 , ...,Xr») = XS £ W y con lo que terminamos de 
demostrar la proposition. 

El teorema que a continuation demostraremos nos servira para relacionar 
la dimension del subespacio W de soluciones con el rango del sistema y con 
el numero de incognitas. Analizaremos el caso no necesariamente homogeneo, 
pues este mismo teorema nos servira para encontrar todas las soluciones de 
un sistema arbitrario. 



150 


Cap. 5 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 


Teorema 1: Sea {B 1} B 2) • •., B r ) una base del subespacio vectorial V 
de R m generado por las columnas {B ly B 2 , • • ., B n } del sistema 


x x B x + x 2 B 2 4- — 4- x n B n = K 


que supondremos que tiene solucion . Entonces, dados n — r numeros 
s r +!, s r+2) .. ., s n existen r numeros, unicos y s ly s 2y • • ., s r tales que 

S (*^15 • • *) ^r+lj • * *j -^n) 

es una solucion del sistema . 

Demostracion. Formemos el vector 

C — s r+ 1 B r+1 + s r+2 B r + 2 4~ •.• 4“ s n B n . 

Ya que {Z?i, ..., B r } generan a F, lo anterior indica que C £V. Como tam- 
bien K £ F, pues suponemos que el sistema tiene solucion, resulta que 
K—C £ F. Por consiguiente K—Ces combinacion lineal de {B ly ..., B r }, es 
decir, existen numeros s ly • • > y s r tales que 

K—C = s x B x 4* ... 4- s r B ry 

de donde, 

4- ... 4- S r B r + Jr+i^r+l 4- ... 4- SnB n = X, 

lo cual demuestra que S = ..., s r , s r+ly • - - y s n ) es solucion. 

Probaremos la unicidad de los numeros s ly ..., s r . Si hubiera otros nu¬ 
meros s' ly . • •, s' r tales que 


S (S* i, • * *, 5 r , S r+ 1, . . », in) 

fuera tambien solucion, entonces S — S' = K — K = 0, de donde, 

(ji —j'i)^ 4- (s 2 — s' 2 )B 2 4- ... 4- (i r — / r )£ r = 0 

lo cual implica que s x — s' x = 0, s 2 — s' 2 = 0, ..., iy—/,- = 0, puesto que 
{B x , £ 2 , • • •, Br) es linealmente independiente por ser base. Luego 

s x = s' 1 , s 2 — s' 2) • • •, i> == i r . 

Segun la unicidad que acabamos de demostrar bajo las hipotesis ante- 
riores, para que dos soluciones sean iguales, basta que tengan iguales las 
ultimas n — r coordenadas. 

Aplicaremos ahora este resultado a sistemas homogeneos. 
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Teorema 2: Si V es el subespacio vectorial de R w generado por las colum- 
nas de la matriz de un sistema homogeneo 

X 1 B 1 + X 2 B 2 + • • • + XnB n — 0 

y W es el subespacio de R m formado con todas las soluciones del sistema, 
entonces 

dim V + dim W = n. 

Demostracion . Gonsideremos las siguientes n — r soluciones correspon- 
dientes a los valores de s r+1 , s r ± 2 , que consten de un 1 y 0 los demas 

(su existencia queda asegurada por el teorema 1) : 

51 ~ (^11^12? • ‘ *j s ir, 1*0, • • •> 0) 

5 2 *= (-*21^22, * * * j S 2ry 0, 1, 

Sn-r {$n^r i } $n-r * • * 5 $n-r r 0j 0, •••,!.). 

Demostraremos que {Si,S 2 , • —,S n - r } es una base de W . En primer lu- 
gar, es linealmente independiente, pues uno de los determinantes formados 
con sus coordenadas es distinto de cero: 

1 0 0 
0 1 ••• 0 

6 6 • • * i 

Veremos ahora que {S U S 2 , • genera a W. Sea S = (s l9 - • s r , s r +i, 

• una solucion cualquiera. El vector 

S S r +iSi "b ^r+2^2 "b • • • “b SnSnr-r 

(construido usando las ultimas n — r coordenadas de S) pertenece a W, pues 
Si, • • • , Snr-r £ W. Un calculo directo prueba que S' es de la forma 

S ~ (s 1} S ’2 y •••} S' r , S r + 1 , S r + 2 , • • •, 5 n ) . 

Asi pues, S y S' tienen sus ultimas n — r coordenadas iguales, por lo que 
(vease la unicidad en el teorema 1) S = S' y £ £ W, con lo que queda pro- 
bado el teorema. 

En el parrafo 6 se ilustrara este teorema. 

Corolario : La dimension del subespacio W de soluciones de un sistema 
homogeneo de ecuaciones lineales es 

dim W ^ n — r 

en donde n es el numero de incognitas y r el rango. 






152 


5. SISTEMA HOMOGlNEO ASOCIADO 

Dado un sistema de ecuaciones lineales 

f an.Vi + a 12 x 2 + ... + a ln x n = k x 

I 0i2l*l "4“ 022*2 "4" • • • "4" &2nXn =ss k 2 (1) 


0»n.l*l “4” 0»t2*2 + • • • + &mn x n km 


podemos asociarle el sistema homogeneo 


0n*i + 012*2 + • • • + a ln x n = 0 

* 21 X 1 + tf 22 *2 + • • • + 02«*n = 0 (2) 


*miXt + <Lm 2 X 2 + • .. + 0mn*» = 0. 


En notation vectorial, al sistema 


x& + x 2 B 2 + ... + x n B n - K ( 1 ) 

se le asocia el sistema homogeneo 

*1 B x + x 2 B 2 + ... +x„B n = 0 . ( 2 ) 

Supondremos que (1), tiene solucion. Sea S una solucion de (1). En el 
siguiente teorema se describen todas las soluciones de (1) a partir de S y 
del subespacio de soluciones de (2). 

Teorema: Toda solucion T de^ sistema (1) es de la forma 

T = S + S, 

en donde S es una solucion fija de (1) y S recorre todas las soluciones 
de (2). 

Demostracion. Sea S = (s u s 2 , • • ., s n ) una solucion de (2) y S = 

(?i, ? 2 , • • s n ) la solucion dada de (1). Entonces S + S es solucion de (1), 
pues 


(*1 + *l)#l + {S 2 + S 2 )B 2 + • • • + (i'n + S n )B n = 

— + + ... + sJB n ) + {s 1 B 1 + s 2 B 2 + ... + s n B n ) = 

-0 + K - K. 
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Inversamente, si T = (**, t 2 , • • *, £ n ) es solucion de (1), tenemos que 
t 1 B 1 + t 2 B 2 + ... + t n B n = K , de donde, 

(^l ^i)^i d“ ( t 2 S 2 ) B 2 + • • • + (tn Sn)Bn 3=1 
= (tJBx + tzBz + ••• + tJB n ) — (s 1 B 1 +s 2 B 2 + ••• + s n B n ) = 

= K—K = 0; 

o sea, T—Ses solucion de (2). Si llamamos 5 = 2^—kS a esta solucion, tene¬ 
mos que T — £ 4* 5, con lo que queda probado el teorema. 

Este teorema sirve para describir convenientemente al conjunto de solu- 
ciones de un sistema. En efecto, basta dar un vector S [una solucion par¬ 
ticular de (1)] y un subespacio vectorial W [el de las soluciones de ( 2 )]. 
Todas las soluciones del sistema son entonces de la forma S + S con S £ W. 

Ejemplo. Gonsideremos el sistema 

* + y = 2 (3) 

de una sola ecuacion con dos incognitas. El sistema homogeneo asociado es 

x + y = 0. (4) 

Una solucion particular de (3) es, por ejemplo, S = (1, 1). La solucion 
de (4) es el subespacio vectorial W: 



Figure 5.2 
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Cap. 5 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 


Segun el teorema, toda solucion de (1) es de la forma T = S + S con 
S £ W. Es decir, el conjunto de soluciones de (3) es una “traslacion” de W, 
a saber, la recta L: 



El teorema de este parrafo se ilustrara ampliamente en los ejemplos y 
ejercicios del parrafo siguiente. 


6. RESOLUCI6N DE SISTEMAS 

Las operaciones elementales (por renglones) que se definieron para ma¬ 
trices, pueden efectuarse tambien en sistemas de ecuaciones lineales. Por 
ejemplo, consideremos un sistema de ecuaciones lineales y la matriz aumen- 
tada del sistema: 


f X - 2y + 3z = 2 

r l 

-2 

3 

2 1 

\ 2x + 3y — 4z — 1 

2 

3 

-4 

1 

[3at+ y — z = 3 

3 

1 

-1 

3 


Analicemos las tres operaciones elementales. 
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1. Intercambiar dos renglones en la matriz se traduce en el intercambio 
de dos ecuaciones del sistema. Por ejemplo, intercambiemos el primer ren¬ 
glon con el tercero (respectivamente, la primera ecuacion con la tercera) : 


f 3x + y — z = 3 

3 

i 

-1 

3 1 

s 2x + 3y — Az = 1 

2 

3 

-A 

i 

[ x - 2y + 3z = 2 

b 

-2 

3 

2 


Es evidente que al hacer esta operacion elemental no alteramos las solu¬ 
ciones, es decir, obtenemos un sistema que tiene las mismas soluciones 
que (1). 

2. Multiplicar un renglon de la matriz por un numero distinto de cero 
se traduce en multiplicar una ecuacion por dicho numero. Por ejemplo, en 
(1) multipliquemos por —2 el segundo renglon (respectivamente, la segun- 
da ecuacion) : 


f x - 2y + 3z = 2 

< — Ax — 6y + 8z = — 2 

[ 3x + y — z = 3 


r 1 -2 3 2^ 

-A -6 8 -2 

l 3 1-1 3, 


Observemos que al hacer esta operacion elemental no cambiamos las 
soluciones, es decir, obtenemos otro sistema que tiene las mismas soluciones 
que el sistema inicial. Esto se debe a que el numero por el que multiplicamos 
es distinto de cero . 

3. Sumar a un renglon otro renglon significa sumar a una ecuacion, 
otra. Por ejemplo, sumemos al tercer renglon el primero [en (1)] (respec- 
tivamente, sumemos a la tercera, la primera ecuacion) : 


f x — 2y + 3z = 2 

ri 

-2 

3 

21 

^ 2x + 3y —• Az — 1 

2 

3 

-4 

1 

[Ax — y + 2z = 5 

[4 

-1 

2 

5 


Observemos que, tampoco en este caso, se alteran las soluciones. Veamos 
los detalles. Si (a,b,c) es solucion de (1), tenemos que 


a — 2b + 3c = 2 
2a + 3b — Ac = 1 
3 a A- b — c — 3. 


Entonces (a,b,c) satisface las dos primeras ecuaciones de (2), pues son 
las mismas. Ya que 

Ax — y + 2z = 5 

se obtuvo sumando x — 2y + 3z = 2 y 3x + y — z = 3, vemos que 
Aa - b + 2c = {a-2b + 3c) + (3 a+b-c) =2 + 3 = 5, 
con lo que probamos que (a,b,c) es solucion de (2). 
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EJERCICIO 

Pruebese que si ( a 9 b,c) es solucion de (2) entonces es tambien solu¬ 
cion de (1). 

Con esto queda probada la observacidn. 

Lo que aqui hemos ilustrado en un ejemplo es cierto en general (y las 
demostraciones son las mismas). 

Siguiendo la misma terminologia que en matrices diremos que dos sis- 
temas de ecuaciones son equivalentes si puede obtenerse uno del otro me¬ 
dian te transformaciones elementales. Segun lo observado, tenemos que 

Proposigion 1 : Si un sistema de ecuaciones lineales se obtiene de otro 
mediante transformaciones elementales> entonces ambos sistemas tienen 
las mismas soluciones, 

Es decir, si dos sistemas son equivalentes, entonces tienen las mismas 
soluciones. (El inverso es tambien cierto, es decir, si dos sistemas tienen las 
mismas soluciones, entonces son equivalentes. Este resultado no lo necesita- 
remos por lo que omitimos su demostracidn.) 

El metodo que estudiamos en el parrafo 2 de este capitulo para ver si 
el sistema tiene o no solucion demuestra que: 

Proposigion 2 : Si el sistema 


{ Ql\Xx 4“ #i2#2 "P • • • 4“ O'XnXn ““ ki 
O m iXi 4“ a^tX 2 4" • • * 4" &mnXn ~ k n 


tiene solucion , entonces es equivalente a un sistema 


f b m Xi + b 12 x 2 + • 

• • + bi n x n lx 

b r -±X\ 4“ b r2 x 2 4* • - 

« • 4” b rr Xr lr 


con r ecuaciones (y, ademas, escalonado) 9 en donde r ^ m es el rango 
de la matriz del sistema (y de la matriz aumentada). 


Ejemplos: 

1. Consideremos el siguiente sistema y su matriz aumentada: 


' x + y - 

2 z 

= 

1 

rl 

1 

-2 

0 

1 

2x- y- 

z — 

3 1 = 

-4 

2 

-1 

-1 

-3 

-4 

X + 2y - 

3 z + 

t = 

3 

1 

2 

-3 

1 

3 

2 x+ y- 

3 z - 

t = 

0 

12 

1 

-3 

-1 

oj 
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Llevemos la matriz a la forma escalonada: 


ri 1-2 0 n c\ i-2 0 n 

0 -3 3 -3 -6 0 1 -1 1 2 

^ 0 1-1 1 2 ^ 0 1-1 1 2 

10 -1 1 -1 —2j 10 -1 1 -1 -2) 


ri l —2 o n 

0 1-11 2 

^ 0 0 0 0 0 ‘ 

to 0 0 0 OJ 


Aqui vemos que la matriz del sistema y la matriz aumentada tienen ambas 
rango 2, por lo que el sistema tiene solucion. Ademas el sistema es equiva- 
lente al sistema 

{ x + y —2z =1 

( y — z + t = 2 

que, como se dijo en la proposition 2, consta de 2 ecuaciones. Por lo tanto, 
para resolver el sistema original, bastara resolver este sistema con 2 ecua¬ 
ciones. 

2. Analicemos el sistema 


{ *— y + z + 2t = 0 
2x + y — z — 5t = —6 
x - 2 y + z + 4t = -1 
* + y + 2z - t = 5. 

Calculemos los rangos: 



Los dos rangos son 3 y el sistema original es equivalente al sistema con tres 
ecuaciones 
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f x — y + z + 2t = 0 

< - y + 2t = -1 

z + t — 3 


el cual es ya facil de resolver. 

Veremos ahora como encontrar todas las soluciones de un sistema. Po- 
demos suponer que, si el sistema tiene solucion y es de rango r , tiene r ecua- 
ciones (segun la proposicion anterior). Ademas, si es necesario podemos 
intercalar la numeracion de las incognitas de tal forma que {B x , B 2 , • • •, B r ) 
sea linealmente independiente. El sistema sera de la forma 

#ii*i + • • • + a lr x r + •. • + a ln x n = k L 

J a 2 lX.i + •. • + a 2r x r + • • ♦ + a 2n x n = k 2 

d rl x x 4" • • • d" ciffXf H - •. • *4“ dj^fiXn ~~~ kf. 

Con las hipotesis de que {B li B 2 , . , B r } es linealmente independiente 

podemos, segun el teorema 2 del parrafo 4, dar arbitrariamente n — r nu- 
meros reales s r+1) ..., s n y asegurar que existen s x , • • - ,s r unicos, tales que 

(^l, • • •, S r , S r+ 1, • • •, ^n) 

es solucion. Para encontrar s l3 . .*,s r sustituimos en el sistema, x M = s r+1 , 
•. Xn = s n y obtenemos un sistema de r ecuaciones en r incognitas: 

d xx X x *4“ • • • "4" a lr X r = k t d x r+l^r+l * # * d xn S n 

^ d 2X X\ "4“ • • • ”4" d 2 rXf k 2 d 2 r+\S r +i • • * d 2n s n 

^ d r \X x ”4" * • • ”h drr%r kr d r r+i^r+l • • • d r n^ii 

A1 resolver este obtenemos s u • • •, s r . Este sistema puede resolverse, en par¬ 
ticular, con las formulas de Cramer, pues el determinante es distinto de 
cero. 

E jemplos: 

3. Reconsideremos el ejemplo 1 anterior: 

{x + y - 2z =1 
( y — z + £ = 2. 

Como B ± = (1,0), B 2 = (1,1), {B l3 B 2 } es linealmente independiente, o, 
lo que es lo mismo, 


1 1 
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Luego, podemos escribir z — s, t = s', y 

J* + y = 1 + 2s 
I y = 2 + s-s' 

en donde s y s' son numeros arbitrarios. 

Tenemos entonces que 

1 1 

d = = 1, 

0 1 

1+25 1 

d t = = 1+25—2 — S + s' = —1+5 + 5', 

2+5-5' 1 

1 1+25 

d 2 ~ =2 + 5 — /. 

0 2+5-5' 

Por lo tanto, 

a: = d±!d — — 1 +5 + 5 '; y — 2 + 5 — s'^ z = 5 , t — s\ 

O sea, las soluciones son 

(-1 + 5 + 5 ', 2 + 5 - 5 ', 5 , s') 
con 5 y s' numeros arbitrarios. 

En relation con el teorema del parrafo 5 podemos observar que S = ( — 1, 
2, 0, 0) es una solution particular del sistema y que el espacio W de solucio¬ 
nes del sistema homogeneo asociado consta de los vectores de la forma 
(5 + 5 ', 5 - 5 ', 5 , 5 '). Si llamamos S = (1, 1, 1, 0) y S' = (1, -1, 0, 1) 
entonces { S , £'} es una base de W , pues son independientes y 

(5 + 5 ', 5 - 5 ', 5 , s') = 56 ’ + s'S\ 

Asi pues, el conjunto de soluciones del sistema es 

{S + 5$ + s'S' | 5 , 5 ' GR} 

con £ = (-1,2,0,0), 5= (1,1, 1/0) y S’= (1,-1,0,1). 

4. Revisemos ahora el sistema del ejemplo 2. Vimos que el sistema es 
equivalente a 

(x — y + z + 2t — 0 
■s — y + 2? = — 1 

z + t = 3 
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Como 


1 -1 

0 -1 

0 0 


1 

0 

1 


¥*0, 


las primeras 3 columnas de coeficientes son linealmente independientes. 
Entonces podemos tomar t = s, un numero arbitrario, y escribir 


f x — y + z — — 2s 
J - y = - 1 - 2 5 
L z = 3 - 5. 

Y aqui podriamos usar las formulas de Cramer para acabar de resolver el 
sistema, pero resulta mas practico simplemente sustituir. 

Las soluciones son 


(— 2 + s y 1 + 2 s, 3 — s, s ), 
con s un numero cualquiera. 

Aqui podemos ilustrar nuevamente el teorema del parrafo 5. En efecto, 
S = ( — 2, 1, 3, 0) es una solucion particular [tambien lo son ( — 1, 3, 2, 1), 
(—3, —1, 4, —1), etc.]. El espacio W de soluciones del sistema homoge- 
neo asociado esta generado por S = (1, 2, — 1, 1). Por lo tanto el conjunto 
de soluciones del sistema es 


{S + sS\s£R,S~ (-2, 1,3,0), (1,2, -1,1)}. 


5. Analicemos finalmente el ejemplo 2 del parrafo 2. Se vio que el 


sistema 


es equivalente a 


x — y + 2z = l 
y — z = 1 
3 x + y — z — 0 
j\x + y =2 


x — y + 2z = 1 
y — z = 1 
3z « 7. 


Como r = n hay una sola solucion, la cual se obtiene facilmente sustitu- 
yendo: 


7 7 10 1 

£ = -, y=l+z=l+- = -—, x = 1 + y — 2z = — -. 
3 3 3 3 
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La solucion es 



este caso, el subespacio de soluciones W 


del sistema homogeneo asociado consta unicamente del vector 0.) 


Observacion. En los ejemplos anteriores hemos visto que no es necesa- 
rio utilizar las formulas de Cramer al llegar al sistema de r ecuaciones 
con r incognitas, pues el hecho de que la matriz este en forma escalo- 
nada permite despejar muy facilmente las incognitas. 


De hecho, el metodo de Cramer es muy poco practico, pues exige el 
calculo de n + 1 determinantes de matrices de n X n. Se ve que el calculo 
de uno de ellos es mas o menos igual de laborioso que llevar una matriz a la 
forma escalonada. Veremos esto en el siguiente ejemplo. 


Ejemplos: 

6 . Consideremos el sistema 

' x + y + z + t = 10 

x + y — z — t — — 4 

* 2x - y + 2z - t = 2 

x + 2y - z - 2t = -6. 

Escribimos 


1 

1 

1 

1 

ioi 


r 1 

1 

1 

1 

101 


1 

1 

-1 

-1 

-4 


0 

0 

-2 

-2 

-14 


2 

-1 

2 

-1 

2 

' ’ 

0 

-3 

0 

-3 

-18 


,1 

2 

-1 

-2 

- 6 J 


.0 

1 

-2 

-3 

—16 J 


1 

1 

1 

1 

10 ^ 


f 1 

1 

1 

1 

101 


0 

1 

0 

1 

6 


0 

1 

0 

1 

6 


0 

0 

1 

1 

7 


0 

0 

1 

1 

7 


.0 

1 

-2 

-3 

-16 J 


Lo 

0 

-2 

-4 

-22 J 


1 

1 

1 

1 

i ° 1 


r 1 

1 

1 

1 

10 1 


0 

1 

0 

1 

6 


0 

1 

0 

1 

6 


0 

0 

1 

1 

7 

' * 

0 

0 

1 

1 

7 

' ' 

lo 

0 

0 

-2 

— 8 „ 


.0 

0 

0 

1 

4 > 



El sistema original es equivalente a 

'x + y + z + t= 10 
y + t = 6 
z + t = 7 
t = 4, 


de donde, la solucion (unica) es (1, 2, 3, 4). 
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Con el metodo de Cramer se hubiera necesitado el calculo de 5 deter- 
minantes de 4 X 4. 


EJERCICIOS 

Resuelvanse los siguientes sistemas de ecuaciones: 


x — y — 2z = 0 

2* — y — 3z = \ 

< y — 2=1 

x — z = 1 
x 4- 2y + z = 3 

3 . 4 , 

*i 4- * 2 4- * 3 = 3 
J x x 4- * 2 — 3*3 — — 1 
2*i 4- * 2 — 3*3 = 1 
*! 4* 2*2 — 2*3 = 1 

5 . 6 , 

* -f y + z + £ = 0 

* — y 4- z— f — 0 

< *4- y — z — £ = 0 

* 4- 2y + 2z 4- t = 3 

2* + y 4- z 4- 2f = — 3 


2 *x 4 - * 2 — * 3 + *4 = 3 

*1 + 2*2 + * 3 “ *4 = 3 

*! — *3 + *4 = 0 

*2 + * 3 *4 = 0 

3*! + * 2 — 2*3 + 2*4 = 4 

*i + 3*2 4- 2*3 — 2*4 = 4 


* — y — z = 0 
2* — y 4- z = 0 
< 3* — 2y 4- z = — 1 
*4- y 4- 5z = 0 
2* 4- y + 7z = 0 


{ *i 4- * 2 + *3 — 2*4 — 2*5 = 5 

2*1 — * 2 — *4 — 2*5 = 0 

2*1 - *3 — 2*4 — *5 = 0 

*2 - *3 “ *4 4- *5 = 0 


{ *i — 3 * i2 4- 4*3 4- 6*4 = 0 

— 2*1 4- 4*2 4- * 3 4- 7*4 = 0 

3*i — *2 4- 2*3 4- 5*4 = 0 

— *i + 2*2 4- 3*3 4- 7*4 = 0 


{ *1 + *2 4* 3*3 — 2*4 — *5=1 

5*1 — 2*2 4" 3*3 4- 7*4 4- 8* 5 = 3 

— 3*i — * 2 4- 2*3 4- 7*4 4- 5*5 = 2 

5*i 4- 3*2 4- *3 — 2*4 “ 7*5 = 3 


*1 — *2 4- *3 4- *4 4- 2*5 = — 1 

—*i 4- *2 4- * 3 4- *4 — 4*5 = 3 

- — *1 — *2 4- *3 4- *4 — 2*5 = 3 

*1 — 2*2 4- *3 4- 2*4 + 3*5 = — 1 

— 4*2 + *3 4- 5*4 4- 3*5 = 1 


9 , 
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CaPTI’ULO 


El anillo de 

los numeros enteros 


Todos estamos bien familiarizados con los numeros enteros. En este capi- 
tulo empezaremos destacando las propiedades basicas de las operaciones 
de adicion y multiplicacion de numeros enteros y veremos como a partir de 
ellas se demuestran otras propiedades que ya conocemos. Despues estudia- 
remos la relacion de orden y el principio de induccidn. 

Como es costumbre Z denotara el conjunto de los numeros enteros: 

Z - {-..,- 2 , - 1 , 0 , 1 , 2 , 3 , ...}• 


1. PROPIEDADES BASICAS DE LAS OPERACIONES EN Z 


Los numeros enteros constan del conjunto Z y dos operaciones binarias, 
la adicion y la multiplicacion que satisfacen los siguientes axiomas: 


Axioma 1. La suma de numeros enteros es conmutativa, es decir, si a, b £Z, 
entonces 


a + b = b + a. 


Axioma 2. La suma de numeros enteros es asociativa , es decir, si a, b,c £Z, 
entonces 

(a + b) + c = a + {b + c). 
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Axioma 3. 
si a £Z, 


Cap. 6 EL ANILLO DE LOS NOMEROS ENTEROS 

Existe en Z un elemento neutro para la suma , el 0. Es deeir, 


Axioma 4. Para cada a en Z existe en Z su inverso aditivo que se denota 
por —a. Esto es, 

a + ( —a) — (— a) + a — 0. 


Axioma 5. El producto de numeros enteros es conmutativo, es deeir, si 
a,b £ Z entonces 


ab = ba. 


Axioma 6 . El producto en Z es asociativo , es deeir, si a, b,c £ Z entonces 


{ab)c = a(bc ). 


Axioma 7. Existe en Z un elemento neutro para la multiplication, el 1. Es 
deeir, si a £ Z 


a\ = la — a. 


Axioma 8 . En Z el producto distribuye a la suma , es deeir, si a,b,c(~ Z 
entonces 

a(b + c) = ab + ac 
(a + b)c ~ ac + be. 


2 . ANILLOS 

En matematicas aparecen con mucha frecuencia conjuntos en los cuales 
se tienen dos operaciones que cumplen los axiomas 1, 2, ..., 8 que acaba- 
mos de mencionar. En estos casos se dice que dichos conjuntos, con las 
operaciones respectivas, constituyen un anillo conmutativo, con elemento 
unitario (el 1). 

Asi pues, podemos deeir que el conjunto Z de los numeros enteros, con 
las operaciones + y X forman un anillo. 

Guando valen todos los axiomas menos (posiblemente) el 5 y el 7, a 
dichas estructuras se les llama simplemente anillos. 

A continuacion daremos varios ejemplos de anillos. 

Sea A un conjunto con dos elementos: 

A = {a, b) 

y definamos dos operaciones, que por comodidad seguiremos llamando 
suma y producto y denotandolas con + y X, mediante las tablas siguientes: 
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+ 

a 

b 

X 

a 

b 

a 

a 

b 

a 

a 

a 

b 

b 

a 

b 

a 

b 


Segun vemos en la tabla 

a + b — b y b + a = b, 

de donde a + b = b + a, es decir, la suma es conmutativa. 

Para ver que la suma es asociativa, debemos considerar todas las ternas 
posibles de elementos de A y probar que al sumarlos en las dos formas 
indicadas en el axioma 2 obtenemos el mismo elemento. Algunas de las 
posibles ternas son 

a, a , a 
a, a , b 
a,b,a 
a,b,b. 

En el ejercicio 1 se pide encontrar las ternas restantes. Ahora bien, para 
la primera terna tenemos 

(a + a) + a = a + a = a 
a + (a + a) = a + a ~ a. 

Para la segunda, tenemos 

(a + a) + b = a + b = b 
a + (a + b) = a + b = b. 

Una vez resuelto el ejercicio 1 quedara probado que la suma en A es aso- 
ciativa. 

Es facil ver que en A hay un elemento que es neutro con respecto a la 
adicion. En efecto, ya que 

a + a — a y a + b = b, 

resulta que a es dicho elemento. 

Vemos en la tabla que a + a = a, de donde el inverso aditivo de a es a. 
Es dear, —a — a. Analogamente, ya que b + b — 0, tenemos que —b = b. 
O sea, los dos elementos tienen inverso aditivo y se cumple el axioma 4. 

En el ejercicio 2 se pide probar que en A se cumplen los axiomas 5, 6 
y 7 para la multiplicacion y en el 3 se pide probar la asociatividad. 
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De esta manera, quedara demostrado que A es un anillo. 
Podemos dar ahora un ejemplo de anillo con 3 elementos. Sea 

{ 6 , 1 , 2 } 


con las operaciones siguientes: 


+ 

0 

1 

2 

0 

0 

T 

2 

1 

1 

2 

0 

2 

2 

0 

1 


X 

0 

1 

2 

0 

0 

0 

0 

i 

0 

1 

2 

2 

0 

2 

1 


Segun se vera en el ejercicio 4, B es un anillo. Consideremos finalmente 
un ejemplo mas. Denotemos con P al conjunto de todos los enteros pares: 

P = {•••,-4,-2,0,2,4,...). 

Este conjunto, con las operaciones usuales de adicion y multiplicacion satis- 
face todos los axiomas menos uno. <;Cual es? 

Mas adelante, en este mismo curso, veremos muchos ejemplos de ani- 
llos. En particular, estudiaremos con detalle el anillo de los polinomios en 
una indeterminada. Tambien estudiaremos los numeros racionales, los nu- 
meros reales y los numeros complejos; estos son anillos con ciertas propie- 
dades adicionales por lo que reciben el nombre de campos. 


EJERCICIOS 

1. Encuentrense todas las temas posibles de elementos de A = {a, b) 
y pruebe que la adicion antes definida en este conjunto es asociativa. 

2. Pruebese que en A valen los axiomas 5, 6 y 7. (El elemento unitario 
es 6.) Para la asociatividad aprovechense las ternas encontradas en el ejer¬ 
cicio anterior. 

3 . Pruebese que en A vale la ley distributiva. 

4 . Pruebese que B = {0, 1, 2} con las operaciones antes definidas es un 
anillo conmutativo con elemento unitario (el 1). 

5 . El conjunto C = {0, f, 2, 3} con las operaciones definidas en las tablas 
siguientes. 


+ 

0 

1 

2 

3 

0 

0 

T 

2 

3 

1 

1 

2 

3 

0 

2 

2 

3 

0 

1 

3 

3 

0 

1 

2 


X 

0 

1 

2 

3 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

2 

3 

2 

0 

2 

0 

2 

3 

0 

3 

2 

1 
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es un anillo. Encuentrese el neutro para la adicion, el neutro para la mul- 
tiplicacion y el inverso aditivo de cada elemento de C. 

6. Encuentrense dos elementos en el anillo C del ejercicio anterior que 
sean distintos de 0 y cuyo producto sea 0. 


3. PROPIEDADES DE ANILLO DE LOS ENTEROS 

Veremos ahora como, a partir de las propiedades basicas de las opera- 
ciones con los numeros ^lteros, pueden demostrarse otras muchas de las que 
conocemos. La importancia de proceder en esta forma es que estas propie¬ 
dades no solo seran validas en los enteros, sino en cualquier conjunto con 
dos operaciones que cumplan los axiomas 1, 2, •• -, 8, es decir en cualquier 
anillo conmutativo con elemento unitario. 

Asi, cuando nos encontremos con un anillo de esos, no habra necesidad 
de demostrar nuevamente para el dichas propiedades pues, debido a que 
para la demostracion de estas unicamente se usan los axiomas mencionados, 
podemos asegurar que todas ellas seran validas en el. 

Proposicion 1: (Ley de cancelacion.) Si a, b y c son enteros y a + b = 

a + c y entonces b — c. 

Demostracion. Supongamos que a + b — a+ c. Segun el axioma 4 
existe un entero, — a , tal que (—a) + a — 0. Tenemos entonces que 

(—a) + (a + b) = ( — a) 4- (a + c). 

Por la propiedad asociativa (axioma 2), podemos escribir 


de donde, 


((— a)+a)+b= ((— a)+a)+c, 
0 + b = 0 + 


y como 0 es el elemento neutro aditivo (axioma 3), obtenemos que b = c. 

Esta propiedad podriamos llamarla, con mas precision, ley de cancela¬ 
cion por la izquierda. 

No todas las propiedades se demostraran utilizando directamente los 
axiomas 1, 2, •.8. En ocasiones utilizaremos propiedades ya demostradas 
anteriormente a partir de ellos. (Asi, de todas formas, las propiedades que 
demostremos seran consecuencia de los axiomas.) 

Por ejemplo, utilizando la ley de cancelacion por la izquierda y la pro¬ 
piedad conmutativa para la adicion podemos demostrar facilmente la ley 
de cancelacion por la derecha. 

Corolario 1 : Si a,b,y c son enteros ya + c = b + c, entonces a = b. 
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Demostracion. Ya que a 4- c = b + c, por el axioma 1 obtenemos 
c + a = c + b y por la ley de cancelacion demostrada anteriormente, re- 
sulta que a = b. 

Corolario 2: Si a y b son enteros y a + b = a, entonces b = 0. 
Demostracion. Por hipotesis, ya que a = a + 0, tenemos que 

a + b = a + 0, 

de donde, por la ley de cancelacion, obtenemos 6 = 0. 

Proposicion 2: Para todo entero a, se tiene que 0 a = 0. 

Demostracion. Ya que 0 = 0 + 0 (segun el axioma 3) tenemos, por 
la propiedad asociativa; que 

0 a = (0 + 0) a = 0a + 0a. 

Por lo tanto, segun el corolario anterior, resulta que Qa = 0. 

Usando la ley de cancelacion podemos demostrar facilmente que 

Corolario 2: El inverso aditivo del inverso aditivo de un numero entero 
a es a. Es decir, 

-(-«) = «• 


Demostracion. Por definici6n de inverso aditivo de un entero sabemos 


que 


( —a) + a = 0 

(1) 

y tambien que 


- (—a) + (-a) = 0. 

(2) 

Por la propiedad conmutativa, (1) nos da 


a+ (-a) =0, 

(3) 


por lo que, de (2) y (3) obtenemos 

a + (-a) = - (-a) + (-a). 

Ahora bien, usando la propiedad de cancelacion obtenemos que a = — (—a) 
que es lo que se queria demostrar. 

Podemos ahora demostrar las a veces llamadas “reglas de los signos”. 
Proposicion 3 : Si a, b £ Z, entonces 

(~a)b = ~(ab) 

(-«)("*) 
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Demostracion. Tenemos que 

( — a)b + ab = (( — a) + a) b = Ob = 0, 
y tambien, por definicion de inverso aditivo, 

— (ab) + ab = 0. 

Por consiguiente 

( —a) b + ab — — (ab) 4- ab 
y por la ley de cancelacion resulta que 

( — a) b = — (ab) 

con lo que queda demostrada la primera parte. 

Se tiene que 

(-a)b + (~a)(-b) = (-a) (6+(-{>)) = (- 0)0 =» 0 
y tambien, como vimos antes, 

( — a)b 4- ab = 0. 

Por consiguiente, 

(-a)b + (-a)(-b) = (-a)b + ab 
y, cancelando, obtenemos 

(- a)(-b) = ab 

con lo que queda probada la segunda parte. 

Gorolario 3: 

( — 1)0 = —0 (a £Z) 

(-i) (-i) = i. 

La diferencia de dos numeros enteros se puede definir utilizando la adi- 
cion y los inversos aditivos. 

Definicion: Si a,b £Z la diferencia a — b es el entero 

a — b — a + ( — b ). 

Proposicion 4: Si a, b,c£ Z, entonces 


a(b — c) = ab — ac. 
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En efecto, 

a(b+( — c)) = ab + a( — c) = ab+( — ac) = ab — ac. 

Como caso particular resulta que: 

Corolario 4: — (a+b) = —a —b. 

En efecto 

-(a + b) ~ (-1 )(a + b) - (-\)a+(-l)b = -a+(-b) = -a -b. 

EJERCICIOS 

1* Demuestrese que si a + b = c (a, 6,, c enteros), entonces a — c — b. 
2. Demuestrese que si a — b = c, entonces a = c + b. 

No todas las propiedades de las operaciones en los enteros son conse- 
cuencia de los axiomas de anillo. Por ejemplo, en Z se tiene la propiedad 
siguiente: 

Axioma 9: Si a y b son numeros enteros diferentes de cero, entonces su 
producto ab es diferente de cero. 

Es facil ver que esta propiedad no es consecuencia de los axiomas 1, 
2, 8. La forma de hacerlo es exhibir un anillo conmutativo 3 con 1 en 

donde podamos encontrar dos elementos distintos de cero, cuyo producto sea 
cero. Pero esto ya lo hicimos en los ejercicios 5 y 6. En efecto, en el anillo 
C = {0, 1, 2, 3} que ahi se construyo se tiene que 2y^0 y 2^2 = 0. 

A los elementos a, b cuyo producto es cero se les llama divisores de cero. 
Con esta terminologia, el axioma 9 dice que en Z no hay divisores de 
cero distintos de cero. 


4. DOMINIOS ENTEROS 

Definicion: Si A es un anillo conmutativo con 1 en el cual se cumple el 
axioma 9 se dira que A es un dominio entero. 

Asi pues, podemos decir que Z es un dominio entero. Mas adelante estu- 
diaremos otros dominios enteros que juegan un importante papel en mate- 
maticas, en particular los anillos de polinomios. 

Proposicion: En un dominio entero vale la ley de cancelacion para la 
multiplicacion. Es decir s si a } b y c £Z y a^/= 0 entonces ab — ac implica 
b = c. 

Demostracion. Ya que ab = ac tenemos que ab — ac = 0, de donde 
a(b — c) = 0 y como a 0 forzosamente b — c = 0, es decir, b — c. 
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La conveniencia de demostrar esta y otras propiedades para dominios 
enteros en general es que cada vez que tengamos un dominio entero podre- 
mos asegurar que en el valen estas propiedades. Por ejemplo, ya que Z es un 
dominio entero, en Z vale la ley de cancelacion. 

Es necesario observar que en esta propiedad el factor que podemos can- 
celar debe ser distinto de cero. En efecto, si a = 0 puede ser que ab — ac 
sin que bye sean iguales. 


EJERCICIOS 

1. Demuestrese que el anillo que consta de dos elementos y las opera- 
ciones definidas en la seccion 1 de este capitulo es un dominio entero. 

2. Lo mismo para el anillo con 3 elementos de dicha seccion. 

3. El anillo del ejercicio 5 de la seccion 1 no es un dominio entero. 
<iPor que? 

4 . Pruebese que si en un anillo conmutativo con elemento unitario vale 
la ley de cancelacion para la multiplication, entonces es un dominio entero. 

Segun el ejercicio 4, podemos decir que un dominio entero es un anillo 
conmutativo con elemento unitario en el cual no hay divisores de cero dis- 
tintos de cero. 


5. EL ORDEN EN Z 

Otro aspecto muy importante en el anillo de los numeros enteros es el 
orden. Sabemos cuando un numero es mayor que otro. Ahora precisaremos 
este concepto. 

Los numeros naturales N forman un subconjunto de los numeros enteros: 
N- {1,2,3,...} CZ. 

Destacaremos las tres propiedades basicas siguientes: 

Axiom a. 10: La suma de dos numeros naturales es un numero natural. 
Axioma 11: El producto de dos numeros naturales es un numero natural. 
Axioma 12: Si a es un numero entero se cumple una y solamente una de 
las tres condiciones siguientes: 

i) a es un numero natural; 

ii) a = 0; 

iii) —a es un numero natural. 

Dicho de otra manera, un entero puede ser o bien natural, o bien cero, 
o bien su inverso aditivo es natural. 
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Usando el subconjunto N de Z y estas tres propiedades, podemos definir 
el orden y demostrar las propiedades basicas del orden y las que de ellas se 
deduzcan. 

Definicion : Si a y b son numeros enteros, decimos que a es mayor que b 
si a—b es un numero natural. 

En simbolos, 

a > b (=) a—b £N. 

Observemos que, de esta definicion se sigue que 
a> 0 (=) a£N, 

pues a — 0 = a. 

A los numeros a tales que a > 0 se les llama positivos. Asi pues, los 
numeros naturales son los enteros positivos. 

Demostraremos ahora, usando los axiomas 10, 11 y 12 las propiedades 
de la relation de orden “mayor que”. 

Proposicion 1 (propiedad transitiva) : Si a, b y c son enteros tales que 
a > b y b > c entonces a > c. 

Demostracion. a > b significa, segun la definicion, que a — b£ N. Ana- 
logamente, como b > c, sabemos que fc —££N. Por el axioma 10, como 
a — b y b — c£ N tenemos que su suma (a — b) + (b — c)£ N. Pero 
(a — b) + (b — c) = a — c. Por lo tanto a — c £N, lo que, segun la definicion 
significa que a > c. 

Como es costumbre, la notacion a < b equivale a. b > a y a^z b signi¬ 
fica que a > b o que a = b. Analogamente a^b significa a < b, o bien 
a — b. 

El axioma 12 podemos enunciarlo ahora como sigue: 

Proposicion 2: Si a es un numero entero, se cumple una y solamente una 
de las condiciones siguientes: 

i) a> 0; 

ii) a = 0; 

iii) a < 0. 

Proposicion 3: Si a, b y c son enteros y a > b, entonces a + c > b + c. 

Demostracion. Puesto que a> b, sabemos que a — b £ N. Ya que a — b = 
(a + c) — (b + c) tenemos que (a + c) — (b + c) £N. 

EJERCICIOS 

1. Demuestrese que el cuadrado de cualquier entero distinto de cero es 
positivo. 
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2. Demuestrese que si a, b £ Z, a 2 4- b 2 ^ 0. 

3. Demuestrese que si a <b, entonces — a > —b. (Esto sera conse- 
cuencia del ejercicio 4, pero aqui se pide probarlo directamente a partir de 
las definiciones.) 

Proposicion 4: Si a, b y c son enteros tales que a > b y c > 0, entonces 

ac > be. 

Demostracion. Por hipotesis a — 6 £N y r £N. Luego, por el axioma 11, 
(a — b)c £N, es decir, ac — bc es natural, de donde, ac > be. 

4 . Demuestrese que si<2>&yc<0 entonces ac < be. 

Proposicion 5: Si a y b son enteros positivos y b > 1, entonces ab > a. 

En efecto, b > 1 y a > 0. Por lo tanto, segun la proposicion 6, tenemos 
que ba > la, es decir, ab > a. 

EJERCICIOS 

5. Demuestrese que si a y b son naturales y a < b, entonces a 2 < b 2 . 

6. Encuentrense ejemplos de numeros enteros tales que a < b y a 2 > b 2 
(lo cual indica que es necesario suponer en el ejercicio 5 que a y b son 
positivos). 

7. Demuestrese que si a y b son enteros positivos entonces a 2 •< b 2 im- 
plica que a < b. 

8. Con ejemplos, pruebese que la condicion de que los enteros del 
ejercicio anterior scan positivos no se puede omitir. 

9 . Demuestrese que si a > b y c > d, entonces a + c > b + d. (Utili- 
cese dos veces la proposicion 3.) 


6. UNIDADES EN Z 

Uno de los axiomas que se cumplen para los enteros (el que hemos nu- 
merado con 4), asegura la existencia de un inverso aditivo para cada ele- 
mento de Z. Podriamos ahora preguntarnos que ocurre con los inversos 
multiplicativos de los numeros enteros. 

Proposicion : Los unicos elementos de Z que tienen inverso multiplicativo 
(en Z) son 1 y — 1. 

Demostracion. 0 no tiene inverso multiplicativo pues 0a = 0 1 para 

cualquier a: 

1 tiene a 1 por inverso multiplicativo, pues 1*1 = 1. 

— 1 tiene a — 1 como inverso multiplicativo, pues ( — 1)( — 1) = 1. 

Supongamos ahora que a > 1 . Si a tuviera inverso multiplicativo, diga- 
mos ar 1 £Z entonces, ya que aa~ x = 1 , ar 1 no puede ser negativo. Por lo 
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tanto a- 1 > 0. Tambien or 1 1, pues si ar 1 = 1, a = 1 (porque = 1). 
Por lo tanto iz -1 > 1. Pero como a > 1 y a” 1 > 1, tfdr 1 > 1 tambien, lo cual 
contradice que acr 1 = 1. 

Para a < 0, vease el ejercicio 2. 

En un anillo, a los elementos que tienen inverso multiplicative se les 
llama unidades. 

Asi, en el anillo de los numeros enteros, 1 y — 1 son las unicas unidades. 

EJERCICIOS 

1. Demuestrese que a es unidad si y solamente si -a es una unidad. 

2. Usando el ejercicio anterior completese la demostracion de la pro- 
posicion. 


7 . EL PRINCIPIO DE INDUCCIdN 

En los numeros naturales vale la siguiente propiedad: 

Principio de induccion. Sea M un subconjunto de N tal que se cum - 
plen las condiciones 

i) l£M; 

ii) si n £M, luego n + 1 £M. 

Entonces M = N. 

En otras palabras, si un conjunto M de numeros naturales contiene al 1 
y contiene an + 1 cada vez que contenga a n, entonces M es el conjunto de 
todos los numeros naturales. 

Esta propiedad sirve para demostrar muchas proposiciones. Veremos al- 
gunos ejemplos. 

Supongamos que queremos demostrar que para cualquier numero natu¬ 
ral n, 

1 + 3 + 5 + ••• + (2n —1) = n 2 (*) 

es decir, la suma de todos los numeros impares desde 1 hasta 2n —1 es n 2 . 
(Por ejemplo, 1 == l 2 , 1 + 3 - 2 2 , 1 + 3 + 5 = 3 2 , 1 + 3 + 5 + 7 = 4 2 , 
etcetera.) 

Sea M el conjunto de numeros naturales para los cuales la formula (*) 
es cierta. 

Vemos que 

i) 1 pues, como ya dijimos, 1 = l 2 ; 

ii) si n £M, entonces n+1 £M. 
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En efecto, que n£M (lo que llamamos hipotesis de induction) significa 
que vale (*). Calculemos pues 

1 +3 + 5+ ••• + (2(7z + 1) — 1)- 

Tenemos que, segun la hipotesis de induction, 

1 + 3 + 5+ ... + (2n-l).+ (2(fi+l) —1) = 
n 2 + (2n+l) = (n +1) 2 , 

es decir, vale la formula para n+ 1, o sea n+ 1 £M. 

Luego, por el principio de induction, podemos afirmar que M = N y 
como M es el conjunto de n para los cuales vale (*) podemos asegurar que 
dicha formula vale para todo n £ N, que es lo que queriamos demostrar. 

Veamos otro ejemplo. Para demostrar que para todo numero natural n 
vale la relation 

2 ° + 2 1 + 2 2 + ... + 2*" 1 = 2 n - 1 (**) 

podemos proceder como sigue: 

Sea M el conjunto de todos los numeros naturales para los cuales (**) 
es cierta. [Queremos demostrar que (**) es cierta para todo natural, es 
decir, queremos demostrar que M = N.] 

i) Si n = 1, la formula (**) es cierta, pues 

2° = 2 1 - 1; 

ii) supongamos ahora que n £M, es decir, vale (**) para n. Vamos a 
demostrar que (**) vale para rt+1: 

2° + 2 1 + 2 2 + . • * + + 2 n = 

2»_ i + 2 n = 2 n+1 _ 1 

(En el primer paso usamos la hipotesis de induccion.) 

Entonces, por el principio de induccion tenemos que M = N, es decir, 
(**) vale para cualquier numero natural n. 


EJERCICIOS 


1. l+2 + 3+ -- .+ n = 


n(n+ 1) 


2. 1 + 5 +5 2 + ... + 5"- 1 = 


2 

5 n — 1 


4 
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3. I 2 + 2 2 + 3 2 + 


+ n 2 


n(n+l) (2/1 + 1) 

6 


111 In 

4. -+-H-+ ... +-. 

1-2 2-3 3-4 n(n+l) n +1 

Podemos acortar un poco la escritura de estas demostraciones exami- 
nando un caso general. 

Sea P»P*-~,Pu,— una sucesion de proposiciones. Para demostrar 
que son todas ciertas se puede proceder asi: 

Sea M el conjunto de numeros naturales n para los que sea cierta la 
proposicion P„. 

Si logramos demostrar que: 

i) Pi es cierta (es decir, que 1 £M); 

ii) si P n es cierta, entonces P n+1 es cierta (es decir, que si n £ M entonces 
n+l£M), 


entonces podemos afirmar, por el principio de induccion, que M = N, es 
decir, que P n es cierta para cualquier numero entero n. 

Por ejemplo, queremos demostrar que 


l 3 + 2 3 + 3 3 4- ... + n 3 



Esta formula vale para n = 1 pues 





Supongamos que vale para n. Para n + 1 obtenemos: 

l 3 + 2 3 + ... + n 3 + (n + 1) 3 = 


^ ^n(n+JJ_^ + ( n +i)3 = ( n +l) 2 + (n+1) j = 

n 2 + 4n + 4 (n + l) 2 (n + 2) 2 /(n+ 1) (n + 2) V 

= (n+l) 2 ---=-^-= ( 2 ) ’ 

es decir, vale para n+l. 

Por consiguiente la formula es cierta para cualquier numero natural n. 
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EJERCICIOS 

Demuestrense por induccion las siguientes igualdades: 

11 1 n(n + 3) 

EJ _ _ j ^ ^ * j _ _ _J;_'_ 

1*2*3 2*3*4 n(n + l)(n + 2) 4(n+1) (n + 2) 

, 11 11 

6 . -- +-+ • •. +-=-. 

1*3 3*5 (2/z-l)(2n + l) 2n + l 

7. 1*4 4* 4*7 + + (3n — 2) (3n + l) = n(3n? + 3n — 2). 

x n -l 

8. x n + x”- 1 + . • • + 1 =-. 

x— 1 

6n 5 + 157i 4 4- 10n 3 — n 

9. I 4 + 2 4 + ... + n 4 =-. 

30 

Para ciertas demostraciones es a veces conveniente 
ficacion del principio de induccion que es equivalente 
duccion. 

Principio de induccion (modificado). Si M es 
N tal que 

i) l€Af; 

ii) Si 1, 2, •••, n£M entonces n + 1 £M > 
entonces M = N. 

EJERCICIO 

10. Demuestrese que los dos principios de induccion son equivalentes. 


utilizar una modi- 
al principio de in- 

un subconjunto de 


8. EL PRINCIPIO DE BUEN ORDEN 

En los numeros naturales se cumple tambien una propiedad que recibe 
el nombre de principio de buen orden. Como veremos mas adelante, esta 
propiedad es equivalente al principio de induccion que acabamos de exa- 
minar. 

Principio de buen orden. Si A es un subconjunto no vacio de nu¬ 
meros naturales entonces A tiene un elemento que es menor que todos los 
demas elementos de A, 

Proposicion 1 : El principio de induccion implica el del buen orden . 
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Demostracion . Sea A un subcon junto no vacio de N y supongamos que 
A no tiene ningun elemento menor que todos los demas de A. Construya- 
mos un con junto B con todos los numeros naturales b tales que b < a para 
todo a en A. Como ningun elemento es menor que si mismo, B esta conte- 
nido en el complemento A ' de A : 

12 3 b b + 1 

(* elementos de A ). 

Ahora bien, tenemos que: 

i) 1 En efecto, 1 £A pues de lo contrario en A habria un elemento, 
el 1, menor que todos los demas de A . Adem&s 1 es menor que todos los 
demas naturales, 1 es menor que todos los elementos de A. Luego 1 £B. 

ii) Supongamos que b £B (es decir b < a para toda a en A). Entonces 
b + 1 £B tambien. En efecto, si & + !££, b + 1 ^ a para cierta a £A. 
Y como b < a, b + 1 ^ a, de donde b + 1 = a £ A. Entonces b + 1 seria 
un elemento de A menor que todos los demas de A> contra lo supuesto. 

Por lo anterior, segun el principio de induccion, B = N y como BCA', 
resulta que A f = N, de donde A — <f>, contra la hipotesis, con lo que queda 
demostrada la proposicion. 

Proposicion 2: El principio del buen orden implied el principio de in¬ 
due cion, 

Demostracion . Sea M un subconjunto de N tal que l £M y si n 
entonces n 4- 1 £ M. Suponiendo el principio del buen orden demostraremos 
que M = N. Sea M' el complemento de M en N. Si M' es no vacio, M' 
tiene un elemento minimo m'. Por consiguiente ya que m! — 1 < m', m' — 
1 es decir, m'— 1 £M. Pero por hipotesis (m'—1) +1 pertenece tam¬ 

bien a Af, es decir, m f 6 Af, lo cual es una contradiccion. Luego Af' = <j> 
y M = N. 
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CuPTRILO 


Divisibilidad 


1. DEFINICIONES Y PROPIEDADES ELEMENTALES 


Hasta aqui hemos estudiado propiedades simples de los numeros enteros. 
Ahora analizaremos propiedades relativas a la divisibilidad, cuyo estudio es 
parte de una rama de las matematicas llamada Teoria de los numeros. 
Recordemos primero que si consideramos a los enteros como parte de los 

a 

numeros racionales, al formar el cociente - de dos enteros ay b, con b 0, 

b 

este cociente no es necesariamente un numero entero. Por ejemplo, si a « 5, 
a 5 

6 = 7,- = - que no es un entero. En otros casos este cociente si es un nu- 
b 7 4 

a 12 

mero entero; por ejemplo, si a = 12, b = 6, - = — = 2. Cuando el cociente 

b 6 


de dos enteros a y b ( b=£0 ) es numero entero decimos que b divide a a . 

Es conveniente, sin embargo, tener una definicion intrinseca de divisi¬ 
bilidad, en la que no se haga referencia al concepto de cociente. 

Para ello expresamos la definicion anterior en la forma siguiente: 


Definicion: Si a y b son numeros enteros , decimos que b divide a a si 
existe *un entero q tal que a = bq . 

Es claro que si suponemos que b =£=■ 0, esta definicion es equivalente a 
la mencionada anteriormente. 


179 



160 


Cap. 7 DIVISIBILIDAD 


Otras formas de expresar que “b divide a a” son: 

“b es un divisor de a” 

“b es un factor de a” 

“a es un multiplo de b” 

“a es divisible entre b”. 


Notacion. Para expresar que b divide a a utilizamos la notacion 

b | a 

y b a significa que b no divide a a. 

Demostraremos a continuacion algunas de las propiedades elementales 
de la divisibilidad. 

En lo sucesivo, aunque no se haga mencion explicita, se supondra que 
las letras que usamos para representar numeros denotan siempre numeros 
enteros. 

Proposicion 1 (propiedad reflexiva) : Para todo numero entero a , se 

tiene que a divide a a . 

Esto es claro, pues 

a = a 1. 

Proposicion 2 (propiedad transitiva): Si a, b y c son numeros enteros 

tales que a divide a b y b divide a c, entonces a divide a c. 
Demostracion. De la definicion de divisibilidad y de las hipotesis se 
sigue que existen enteros q y r tales que 


por lo tanto. 


b = aq, c = br; 
c = (aq)r = a(qr), 


lo que indica que a divide a c. 

En la primera parte vimos que las unidades del anillo de los enteros son 
1, —1. A1 estudiar la divisibilidad entre enteros veremos que esta se pre- 
serva al multiplicar estos por unidades. Mas precisamente: 

Proposicion 3 : Si a y b son numeros enteros y u, u' son unidades, enton¬ 
ces las dos condiciones siguientes son equivalentes: 

i) a divide a b; 

ii) ua divide a u'b. 


Demostracion. Veamos primero que i) implica ii). Supongamos, pues, 
que 

b = aq; 
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ahora bien, ya que u es unidad, existe Ui tal que uu x « 1; por consiguiente, 
b = (uut)b = ( uu x )aq ~ ua>(u x q), 

lo que prueba que ua | b. Pero claramente b | u'b; por consiguiente, por la 
transitividad tenemos ua | u'b. 

Veamos ahora que ii) implica i). En este caso tenemos 

u'b = uar; 

pero como u' es unidad, existe «' tal que w'u' = 1; por consiguiente, 
b = (u^u')b = u'^(uar) — a(u^ur) 
lo que prueba que a | b. 

Ahora bien, ya que las unidades de los enteros son 1, — 1 la proposicidn 
anterior nos indica que al considerar la divisibilidad en los numeros enteros 
basta referirse a los enteros no negativos. 

Como consecuencia de la proposicion anterior tenemos el siguiente 
Corolario : Si ay b son enteros, las condiciones siguientes son equivalentes: 

i) a divide a b; 

ii) |a| divide a \b], 

Esto es claro, pues si a es un entero \a\ = ua en donde u es una unidad. 

Otra proposicion relativa a la divisibilidad y las unidades es: 
Proposicion 4 {propiedad de simetria) : Si a y b son dos enteros distintos 
de cero tales que a | b y b f a entonces a — bu en donde u es una unidad . 
Demostracion. Por hipotesis, 

b = ar, a = bq; 

por consiguiente, 

a = ( ar)q = arq. 

Ya que a ^ 0, cancelando obtenemos 


1 - rq, 


lo que prueba que q es unidad. 

Otros resultados simples relativos a la divisibilidad aparecen en los 
siguientes: 
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EJERCICIOS 

1. Demuestrese que todo numero entero divide a cero. 

2. Demuestrese que si 0 es divisor de a, entonces a — 0. 

3. Demuestrese que las unidades de Z, es decir 1, —1, son divisores 
de cualquier entero. 

4. Demuestrese que si u es un entero que divide a todos los enteros, 
entonces u es una unidad. 

5. Demuestrese que las condiciones siguientes son equivalentes: 

i) a divide a b ; 

ii) —a divide a b ; 

iii) a divide a — 6; 

iv) —a divide a —fc. 

Daremos ahora una propiedad que relaciona el orden y la divisibilidad 
en Z. 

Proposicion 5: Si a y b =/=0 son enteros y a | b entonces \a\ ^ |fc|. 

Demostracion. Por el corolario de la proposicion 3 tenemos que \a\ | |fe|, 
es decir, \b\ = \a\q, con q^l. Si q = 1, \b\ = \a\. Si q ^ 1, q 1 + q' 
con q' positivo. Por lo tanto, 

|6| = |a|(l + q') = |aj + \a\q', 

de donde 

\b\ - \a\ = \a\q'^ 1, 

es decir, |6| > \a\. 

Trataremos ahora algunas propiedades que relacionan la divisibilidad 
con las operaciones en Z. 

Proposicion 6: Si a | b y a | c entonces a | (b + c ). 

Demostracion . Las hipotesis implican que 


Por lo tanto, 


b — aq, c — ar . 
b + c — aq 4- ar = a(q + r), 


es decir, a divide a& + c. 

Proposicion 7 : Si a \ b y c es un entero arbitrario , entonces a | fer. 

En efecto, ya que 

b = aq, 

se tiene que 

6c = a(qc). 

Como consecuencia de las dos proposiciones anteriores tenemos el si- 
guiente: 
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Corolario : Si a, b y c son enteros tales que c | a y c | b, entonces 

c\ar + bs 


para enteros arbitrarios r y s. 

Cuando se tienen, como en el corolario anterior, dos numeros a y b, a 
los enteros de la forma 

ar + bs 

con rys enteros, se les llama combinaciones lineales de ay b. 

Utilizando esta nomenclatura tenemos el siguiente 

Corolario: Un entero c divide a los enteros a y b si y solo si c divide a 
cualquier combinacion lineal de ay b. 

Demostracion. El corolario anterior asegura que si c divide a a y b, 
entonces c divide a cualquier combinacion lineal de a y b. 

Inversamente, ya que a = al + bO y b = aO 4- 61, a y b son combina¬ 
ciones lineales de a y b ; por lo tanto si c divide a cualquier combinacion 
lineal de a y b, c | a y c | b. 

Es claro que, en general, dados dos enteros, no cualquier otro entero es 
combinacion lineal de ellos. Por ejemplo, 6 no es combinacion lineal de 
15 y 20, pues si 

6 = 15r + 20*, 

ya que 5 | 15 y 5 | 20 se tendria que 5 | 6, lo cual es falso. 

El corolario anterior asegura que una condicion necesaria para que un 
numero g sea combinacion lineal de a y b es que g sea divisible entre todo 
divisor comun de ay b. 

Dicho de otra manera, si hay un numero e tal que e | a y e | b pero e J[' g , 
entonces g no es combinacion lineal de a y b. 

EJERCICIOS 

6 . Pruebese que 52 no es combinacidn lineal de 20 y 15. 

7. Encuentrese un numero que no sea combinacion lineal de 30 y 70. 

8. Pruebese que si c es un entero impar, entonces c no es combinacion 
lineal de 98 y 102. 

9. Pruebese que si c — 3n ± 1 (n entero), entonces c no es combina¬ 
cion lineal de 45 y 1 251. 

10. Pruebese que si c = 30n + 6 (n entero), entonces c noes combina¬ 
cion lineal de 1 020 y 210. 

11. Pruebese que si c es combinacion lineal de ay b, entonces rc lo es 
tambien. 

12. Pruebese que si d es combinacion lineal de a y b, y b es combina¬ 
cion lineal de a y c, entonces d es combinacion lineal de a y c. 
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Cuando se tiene una sucesion de enteros, b ly b 2i —, b n > a los enteros de 
la forma 


Cibx + c 2 b 2 + • • • + c n b n 


con c u c 2i ..., c w enteros, se les llama combinaciones lineales de b 1} b 2 , ..., b n . 
Observese que cada uno de los enteros bi es combinacion lineal de b u 
b 2} ..., b n . Por ejemplo, 

bi — l&i + 0 b% + • • • + 0b n . 

EJERCICIO 

13. Demuestrese que si a divide a los enteros 6 23 •••,&» entonces 
a divide a cualquier combinacion lineal de b u b 2i ... b n e inversamente. 


2. EL ALGORITMO DE LA DIVISI6N 

Dados dos numeros enteros a y b =£0, no siempre a es divisible entre b, 
es decir, no siempre existe otro entero q tal que a = bq. Sin embargo, en 
todos los casos podemos “dividir” a entre b y obtener un cociente y un 
residuo. Este proceso ya lo conocemos desde la ensenanza elemental. Aqui 
lo precisaremos y daremos una demostracion. 

Teorema 1 : Si ay b son enteros y b ^=0, existen dos enteros q y r, unices, 
tales que, 

a = bq + r, con 0 ^ r < | b \ . 

Demostracion. Haremos primero la demostracion para el caso a > 0, 
b > 0. 

Consideremos el conjunto de numeros enteros no negativos que sean 
de la forma 

a — bs 

con s entero. Este conjunto, segun las hipotesis hechas, no es vado, pues 
a - 6-0 > 0. 

Por el principio del buen orden dicho conjunto tiene un elemento me- 
nor que todos los demas. Sea 

r = a - bq ^ 0 

dicho elemento. De aqui obtenemos que 


a = bq + r 9 
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y lo unico que resta por demostrar es que r < |6| = b. Si r^b, ya que 
r = a — bq obtenemos 

r — b ~ a — b(q + 1) 
y puesto que r — b ^ 0, resulta que 

a - b(q +1)^0, 

lo cual contradice que r = a — bq e s menor que todas las expresiones no 
negativas de la forma a — bs, pues 

a — b(q +1) = r — b<r~a — bq 

con lo cual queda terminada la demostracion de este caso. 

Si a > 0 y a < b, la expresion 


a = b • 0 + a 

demuestra el teorema en este caso, pues a < \b\ — b. 

Los casos en que a o b o ambos sean negativos se deducen muy facil- 
mente de los casos anteriores como se vera en los ejemplos que siguen y en 
los ejercicios. 

Por lo tanto nos ocuparemos solamente de demostrar la unicidad de 
qy r. 

Supongamos que 

a = bq + r con 0 r < \b\ 

a = bq' + / con 0 ^ r f < \b\. 

Obtenemos 

b(q ~ q’) = (r' ~ r), 

de donde 

1*1 l «-«1 = l '-4 

Pero |r — Y j < |fc|, de donde la igualdad anterior implica (prop. 5) 

1*1 \q - q'\ - o y k - /| = o. 

Como |6|^=0, de aqui obtenemos 

q 5=5 g' y r = 

En los siguientes ejemplos veremos como pueden tratarse los casos en 
que a o b sean negativos. 
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Supongamos primero que, por ejemplo, a — 436, b = 17. Tenemos que 
436 = 17 X 25 4- 11, 

es decir, en este caso g = 25yO==r = 11 < |17| = 17. 

Si tuvieramos a = —436, b = —17 podriamos aprovechar la igualdad 
anterior y escribir 

-436 = (-17) X 25 - 11. 

Pero — 11 no sirve como residuo, pues es negativo. Luego, 

-436 = (-17) X 25 - 17 4- 17 - 11 
-436 = (-17) X 26 4- 6. 

O sea, q — 26 y O^r = 6 < |-17| = 17. 

En el caso a = —436, b = 17 podemos, en forma analoga, escribir 

- 436 = 17 X (-25) - 11 - 17 X (-25) 4- 17 X (-1) 4- 17 -11 

- 436 = 17 X (-26) 4- 6, 

o sea, q = —26, O^r = 6 < | —17| = 17. 

Finalmente, en el caso a = 436, b = —17, vemos que 

436 = (-17) X (-25) 4- 11, 

o sea, q = —25, r = 11. 


EJERCICIOS 

1. Encuentrense q y r para las siguientes parejas de numeros a, b: 


a) a = 0, b = —3 

b) a = 12, 6 = 59 

c) a = 59, b = 12 

d) a = -59, b = 12 

e) a = 59, b = -12 


/) a = -59, b -12 

g) a = 8611, b = -37 

h) a = -8611, b = -37 

i) a = -37, 5 = 8611 

;) a = p* + 2p 2 + 2p + 2, 

= p 4- 1 (/> > 0). 


2. Siguiendo el ejemplo del texto, terminese la demostracion del teo- 
rema, considerando los casos 


i) a < 0, b < 0, ii) a < 0, b > 0; iii) a > 0, b < 0. 


Observemos finalmente que este proceso nos permite encontrar todos 
los divisores de un numero dado. En efecto, para encontrar todos los divi- 
sores de un numero a=£ 0, basta encontrar todos los divisores positivos de |a|. 
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Ahora bien, como cualquier divisor positivo de \a\ es menor que |a| 
y solamente hay un numero finito de enteros positives menores que \a\, en 
un numero finito de pasos se pueden encontrar todos los divisores posi¬ 
tives de \a\ y por lo dicho antes, de todos los divisores de a . (Claro esta 
que este no es el metodo conveniente de hacerlo. Esto simplemente de- 
muestra que se puede hacer.) 

Observacion: Para una mayor comprension hemos demostrado la pro¬ 
position anterior en el caso en que ay b son positivos y despues hemos 
visto, con ejemplos, como puede adaptarse al caso general. Sin embargo, 
utilizando la misma idea es posible hacer una demostracion que abarque 
todos los casos. La unica dificultad que se presenta es demostrar que el 
conjunto de todos los enteros no negativos de la forma a — bq es no 
vacio. Esto se puede analizar considerando los distint os casos a y b. 


3. EL MAXIMO COMON DIVISOR 

Ya hemos visto que el conjunto de divisores de cualquier numero entero 
es finito. Por lo tanto, dados dos numeros enteros a y b, el conjunto de 
divisores comunes de a y b es tambien un conjunto finito pues este es la 
intersection del conjunto de divisores de a con el conjunto de divisores de 
b. Por consiguiente, podemos hablar del maximo de los divisores comunes 
de a y b. Al med de a y b lo denotaremos (a, b ). 

Por ejemplo, el conjunto de divisores comunes de 24 y 18 es 

{±1, ±2, ±3, ±4, ±6, ±8, ±12, ±24} n {±1, ±2, ±3, ±6, ±9} = 

= {±1, ±2, ±3, ±6}, 
por lo que el med de 24 y 18 es 

(24, 18) - 6. 


EJERCICIOS 

1. Demuestrese que 

a) (a, 0) = a [en particular (0,0) = 0]. 

b) (a, b) = 0 implica a = 0 y 6 = 0. 

2. Demuestrese que si a y b son enteros, su maximo comun divisor es 
igual al maximo comun divisor de sus valores absolutos \a\ y |6|. En sim- 
bolos, 

(a,b) = (|«|,|*|). 
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Debido a lo anterior, al hablar del mcd de dos numeros a y b nos 
podremos restringir al caso a > 0 y b > 0. 

Con objeto de caracterizar de otra manera el mcd de dos enteros vere- 
mos como se relaciona este concepto con el de combinacion lineal de dichos 
enteros. 

Recordemos que las combinaciones lineales de dos enteros a y b son los 
numeros c que se pueden expresar en la forma 

c = ar + bs 

con r y s enteros. 

En la seccidn anterior vimos que una condicion necesaria para que un 
numero c sea combinacion lineal de a y b es que c sea divisible entre cual- 
quier divisor comun de a y b; en particular, entre el mcd de a y b. El 
corolario 2 de la siguiente proposicion demostrara que esta condicion es 
tambien suficiente. 

Proposicion 1: Si a y b son enteros positivos y d = as + bt es su com¬ 
bination lineal positiva minima, entonces todo divisor de d es divisor 
tambien de a y b. 

Demostracion . Por la transitividad de la divisibilidad basta demostrar 
que d | a y d | b. 

Segun el algoritmo de la division, tenemos: 

a = dq H- r con 0 == r < d. 

Pero ya que d = as + bt, obtenemos a = (as + bt) q 4- r, de donde se ve 
que r es combinacion lineal de a y b: 

r — a(\ — sq) — btq. 

Pero como 0 ^ r < rf y ^ es la combinacion lineal positiva minima de 
a y b, resulta que r == 0, es decir, que d\ a. 

En forma semejante se prueba que d | b. 

Corolario 1: El mcd de dos enteros a y b es la combination lineal posi¬ 
tiva minima de ay b. 

Demostracion . Sea d! = (a, b) el mcd de a y b y d = as + bt la com¬ 
binacion lineal minima de a y b. Por la proposicion 1, d es un divisor 
comun de a y b y como d' es el mcd, resulta que d — d'. Ahora bien, como 
d’ | a y d' | b entonces d f \ d por ser d combinacion lineal de a y b. Por 
lo tanto, d' ^ d . Las dos desigualdades implican que d — d'. 

Corolario 2: Un entero c es combinacion lineal de a y b si y solo si el 
mcd (d) de a y b, divide a c. 
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Demostracion. Sabemos que si c = am + bn, d | c. Inversamente, por 
el corolario anterior el mcd de a y b es combinacion lineal de a y b: 
d = as + bt. Si d | c, c — dk, de donde c = ash + btk . 

Lo anterior permite dar varias definiciones equivalentes de mcd. 

Teorema 1: Si a, b y d > 0 son enteros, las cuatro condiciones siguientes 
son equivalentes : 

i) d= (a, b) 

ii) d = as -1- bt es la combinacion lineal positiva minima de a y b . 

iii) d [ a, d | b, y si c | a y c | b, entonces c | d. 

iv) d | a, d\ b, y d es combinacion lineal de a y b. 

Demostracion . El corolario 1 de la proposicion 1 asegura que (i) y (ii) 
son equivalentes. 

Demostraremos ahora que (i) y (iii) son equivalentes. Sea d* = (a, b) 
y d entero que satisface la condicion (iii). Como d es divisor comun y d' 

el maximo comun divisor tenemos que d d'. Ademas, como df [ a y d' | b, 

por (iii) d' | d y como d > 0, d' ^ d. Las dos desigualdades muestran que 
d = d'. 

EJERCICIO 

3. Demuestrese que (iv) es equivalente a la condicion (ii). 

Con esto queda probado el teorema. 

Conviene observar que las definiciones de mcd dadas por las condicio¬ 
nes (iii) y (iv) no utilizan el concepto de orden en Z. Por ello estas defi¬ 
niciones seran utiles en aquellas generalizaciones del concepto de mcd a 
anillos en los que no se tenga el concepto de orden. 

Cuando los unicos divisores comunes de dos numeros ay b son 1 y — 1, 
los numeros se llaman primos entre si. Es decir, 

Definicion: Se dice que dos enteros a y b son primos entre si (o primos 
relativos) si su maximo comun divisor es 1. 

Como 1 es el menor entero positivo, resulta que 

Proposicion 2 : a y b son primos entre si, si y solo si, 

1 = as + bt. 

Mencionaremos ahora algunos resultados relativos a numeros primos 
entre si. 
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Observemos primero que cuando un numero a divide a un producto 
bc 9 no necesariamente a divide a alguno de los factores, Por ejemplo, 
8 | 6 X 12 y sin embargo 8 6 y 8 12. Pero en el caso en que ay b scan 

primos relativos tenemos que: 

Proposicion 3: Si a \ be y (a, b) = 1 entonces a | c . 

Demostracion. Por hipotesis, 


de donde, 


1 = as 4- bt, 
c — asc + bet. 


Ahora bien, como a \ a y a | be (hipotesis), a divide a la combinacion lineal 
a(sc) 4- ( bc)t — c } lo que prueba la proposicion. 

En los ejercicios siguientes, supondremos a^O, b 0. 

EJERCICIOS 

4. Pruebese que si d = (a, b) y d = ar + bs, entonces r y s son primos 
entre si. 

5. Si d = (a, b) y a = a'd, b = b’d pruebese que a' y b ' son primos 
entre si. 

6. Pruebese que si c | a y {a,b) =1 entonces ( b } c) — 1. 

7. Si d | a, d f be y (a, b) = 1 pruebese que d \ c . 

8 . Si a y b son primos entre si, pruebese que el med de a y be es igual 
al med de a y c. (Pruebese que el conjunto de los divisores comunes de 
a y be es el mismo que el conjunto de divisores comunes de a y c. tJsese 
el ejercicio 7.) 

Los conceptos y resultados anteriores permiten encontrar soluciones ente- 
ras de ciertas ecuaciones lineales. 

Proposicion 4: Las soluciones enteras de la ecuacion 


ax •+ by = 0 con ( a,b) = 1 y a> b 0 
son x — —btyy = at con t entero arbitrario . 

Demostracion . Evidentemente x = — bty y — at es solucion, cualquiera 
que sea el entero t. Queda solamente probar que toda solucion es de esta 
forma. En efecto, si ( x , y) es una solucion de la ecuacion ax + by = 0, 
tenemos que ax = — by } de donde, a | by . Como (a,b) = 1, por la propo¬ 
sicion anterior tenemos que a | y, por lo que y = at para cierto entero t . 
Por consiguiente, ax — — bat 3 de donde x = — bt. 

Sean ay b dos enteros distintos de cero. El conjunto de multiplos comu¬ 
nes positivos de a y b no es vacio pues, por ejemplo, el producto \ab\ es un 
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multiplo comun positivo. Por el axioma del buen orden este conjunto tiene 
un elemento minimo, el cual se llama el minimo corniin multiplo de a y b. 
Lo denotaremos con [a, b]. 

Por ejemplo, si a = 6, b = 10, los multiplos comunes positives de 6 y 
10 son 


{6, 12, 18, 24, 30, 36, 42, 48, 54, 60, 66,...} n 

H {10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, - 

= {30,60,90,...}, 

por lo que el minimo comun multiplo es 

[6, 10] = 30. 

Proposicion 5: Sean a y b enteros distintos de cero. El mcm y m = [a, b] 
divide a cualquier multiplo comun de a y b. Inversamente si ra' > 0 
es un multiplo comun de a y b que divide a todos los multiplos comunes 
de a y b entonces m' = ra. 

En otras palabras, el mcm de a y b queda caracterizado como aquel 
entero positivo ra' tal que: 

i) a | ra', b | ra'; 

ii) si a | ra" y b | ra" entonces ra' | ra". 

Demostracion. Sea ra" un multiplo comun de a y b. Por el algoritmo 
de la division, 

ra" = mq 4- r 0 ^ r < ra. 

Como a | ra" y a \ ra entonces a [ r. Analogamente, b | r. Por lo tanto r es 
un multiplo comun no negativo de a y b y si r fuera distinto de cero se tendria 
que ra ^ r lo cual es falso. Por tanto r = 0. Es decir, ra divide a cualquier 
multiplo comun. 

EJERCICIO 

9. Pruebese la segunda parte de la proposicion 5. 

Si a = 12 y b = 8 entonces ( a , b) = 4 y [a, b] = 24. Tenemos que 
12X8 = 4X24, o sea, en este ejemplo, ab = (a, b) [a, b], Esto es cierto 
en general. 

Proposicion 6: Si a y b son enteros positivos entonces su producto ab es 
igual al producto de su med y mcm. En simbolos, 


ab = ( a } b) [a, b\ 
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Demostracton. Sea m = \a, b]. Entonces, como ab es un multiplo co- 
mun, m \ ab. Sea d tal que 


md *= ab. 


i) Demostraremos primero que d es un divisor comun de a y b. Ya que 
m es multiplo comun, tenemos que 


de donde, 


m = ar = ta. 


mi = ard — tai = < 26 . 


Por lo tanto, como <z 7 ^ 0 y 7 ^ 0 obtenemos 

ri = 6 , ji = a, 

lo cual prueba (i). 

ii) Veremos ahora que i es divisible entre cualquier divisor comun de 
ay b. 

Sea i' tal que d' \ a y d' \ b. Entonces 

a - d'a', b = d'b'. 

Tenemos que el entero m' definido como sigue 

m = ab'd' = ab' = ba' 

es un multiplo comun de a y b. Por lo tanto rn = mt. Entonces 

mtd' = m'd' = a'd'b'd' = mi 

y como m 7 ^ 0 , £i' = i, es decir, d' | d. 

Las condiciones (i) y (ii) implican (vease el teorema 1 ) que d « (a, b). 
Por lo tanto ab = {a, b) [a, b]. 


EJERCICIOS 

10. Pruebese que el mcm de dos numeros primos entre si es igual a su 
producto. 

Los dos siguientes ejercicios nos dan otra demostracion de la proposi- 
cion: 

11. Si a y b son primos entre si y a | c y b [ c } entonces ab | c. 

12. Sea d = (a, b) y a = a'd } b = b'd. Si a \ c y b | c pruebese que 
a'b'd | c. (Utilicese el ejercicio anterior.) 

13. Utilizando los dos ejercicios anteriores dese una nueva demostra¬ 
cion de la proposicion 6 . 
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14. Si k > 0 demuestrese que 

(. ka,kb) ~k(a,b) 

[ka 9 kb] = k[a y b\. 

Los conceptos de mcd y mcm se pueden extender a conjuntos de mds de 
dos enteros. Por ejemplo, el mcm (a ly 02 9 • •• 9 a n ) de los enteros a^ 9 a* 9 .. a* 
es la intersection de los conjuntos de divisores de cada uno de los enteros a*. 

15. Si a ly a 2y .. a n son enteros y d\ = (a*, (h 9 ..., a*) para 2 ^ i — n, 
demuestrese que 

di = 

16. Pruebese la afirmacidn analoga a la del ejercicio anterior para el 
mcm para enteros a l9 a 2y •••,«„ distintos de cero. 


4. EL ALGORITMO DE EUCUDES Y 
ECUACIONES DIOFANTINAS 


En el parrafo anterior definimos el mcd de dos numeros. Veremos ahora 
un procedimiento, llamado algoritmo de Euclides que permite calcularlo. 

Sean a, b dos enteros que supondremos positivos y tales que a no sea 
multiplo de b. Podemos aplicar iteradamente el algoritmo de la division en 
la forma siguiente: 

a « bq + r ly 0 < r x < b 

b - r x q x + r 2y 0 < r 2 < r x 

r.i * r 2 q 2 + r Zy 0 < r 8 < r 2 


— Tn-i qn-ii “b ffi) 0 <C T n < Tn-i 
Tn -1 ** 

Ya que 0 < r* < < ... < r 2 < r x < b es claro que despues de apli¬ 

car el algoritmo de la division un numero finito de veces obtenemos un 
residuo cero (como lo indica r n _i = r n q n ). 

Este proceso es el llamado algoritmo de Euclides . 

Proposicion 1 : Si a, b son enteros positivos y ba } entonces el Ultimo 
residuo distinto de cero en el algoritmo de Euclides es el mcd de a y b. 
Con la notaci&n anterior tenemos 


r n = (&,b). 

Para la demostracion de esto basta aplicar el siguiente lema a cada 
uno de los pasos del proceso. 

Lema 1: Si a = bq + r, entonces (a,b) = (b, r). 
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EJERCICIO 

1. Pruebese el lema anterior. 

Sugerencia: Demuestrese que el con junto de divisores comunes de a y b 
es el mismo que el conjunto de divisores comunes de b y r. 

Ejemplo: 

Calculemos el mcd de 60 y 42: 

60 - 42 X 1 + 18 
42 — 18 X 2 + 6 
18 - 6 X 3 


Por lo tanto, (60,42) = 6. 

EJERCICIOS 

2. Aplicando el algoritmo de Euclides encuentrese el mcd de las si- 
guientes parejas de numeros: 

a) 329, 1005; 

b) 1 302, 1 224; 

c) 1816, -1 789; 

d) —666, —12 309. 

3. Encuentrese el mcd de los siguientes conjuntos de enteros: 

a) 2 784, 4 988, 8 444; 

b) 103 224, 31416, 3 432, 840. 

(Recuerdese lo demostrado en el ejercicio 16 del parrafo 3.) 

El algoritmo de Euclides no solo permite calcular el mcd de dos nume¬ 
ros enteros sino tambien nos da un procedimiento para expresar este como 
combinacion lineal de ellos. Esto es consecuencia de un resultado demos¬ 
trado anteriormente en un ejercicio y que aqui emmciamos nuevamente: 

Lema 2: Si c es combinacion lineal de a y b y c' es combinacidn lineal 
de c y b, entonces c' es combinacidn lineal de a y b. 

Veamos un ejemplo; supongamos que a y b son tales que 

a = bq + r l9 0 < < b 

b « uqx + r 2 , 0 < r 2 < r x 

Ti “ r 2 q 2 . 

tenemos que 

r 2 — b - r x q x 
r x q x = aq x - bqq x , 
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de donde, 

r 2 = b — ( aq t — bqq 1 ) = 

= a{-q i) + 6(1 + qqi), 

que expresa r 2 como combinacion lineal de a y b. 

EJERCICIOS 

4. Utilizando el algoritmo de Euclides expresese el mcd como combi¬ 
nacion lineal: 

a) 228, 348; 

b) 15,21; 

c) 2 n 4- 1, 4n; 

d) 4n 2 4- 2n — 40, 2n 4* 7. 

Los resultados de divisibilidad que hemos visto, pueden aplicarse para 
encontrar las soluciones en numeros enteros de ecuaciones como 

ax + by = c 

en donde a, b y c son numeros enteros. A este tipo de ecuaciones se les 
llama ecuaciones diofantinas. 

El corolario 2 de la proposicion 1 del parrafo anterior podemos enunciarlo 
tambien como sigue: 

Proposicion 2: Una condition necesaria y suficiente para que la ecuacion 
ax + by = c ( a, 6, c enteros) 

tenga solution en enteros es que el maximo comun divisor de a y b 
divida a c. 

EJERCICIOS 

5* Determinense cuales de las siguientes ecuaciones tienen solucion en 
enteros: 

a) 35* + 17 y - 14; 

b) 1 242x+ 1476? = 49; 

c) 15* 4- 21 y - 10. 

El algoritmo de Euclides que permite expresar el mcd de dos numeros 
como combinacion lineal de estos nos da un procedimiento para encontrar 
soluciones a ecuaciones diofantinas. 

En efecto, consideremos la ecuacion 

ax 4- by = c (a s b> c enteros), 
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sea d — (a, b) y supongamos que d | c . Aplicando el algoritmo de Euclides 
podemos escribir 

ar 4- bs *= d. 

Sea c = dc'; entonces 


por consiguiente 


arc' + bsc' — dc' = 


*o = — 5c' 


es una solucion de la ecuacidn. 

EJERCICIOS 

6 . Aplicando el algoritmo de Euclides encuentrese una solucion en ente- 
ros para cada una de las siguientes ecuaciones: 

a) 696a: 4* 408y — 48 

b) (6n 4- 1)# 4- 3ny = 12. 

Veamos ahora como conociendo una solucion entera se pueden encon- 
trar todas las soluciones en enteros de una ecuacion diofantina. 

Proposicion 3: El con junto de soluciones enteras x y y de la ecuacion 
ax + by ~ c (a, b,c enteros) 

es de la forma 

x = x 0 4- u; y = y<, 4- v 

en donde x 0} yp es una solucion particular de la ecuacion ax 4- by = c 
y u 9 v son soluciones arbitrarias de la ecuacion homogenea asociada 

ax 4* by = 0. 

Demostracion, Sea x 0 , y 0 una solucion particular de ax 4- by = c y 
Xi, yi otra solucion. Entonces 


u — x± * 0j V = yi — y 0 


es solucion de ax 4- by = 0. En efecto 

au + bv = a(x! — x 0 ) + b(y ± — y 0 ) 
= ax i 4- by x — (ax^ 4- by^) 
= c — c = 0. 

Por lo tanto 

*i = x<> + u> y x = y 0 4- v 
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en donde u s v es solucion de 

ax + by — 0. 

Sea ahora u, v una solucion de 


Entonces 


ax + by — 0. 

* *o + u; yi = y 0 + v 


es solucidn de la ecuacion original. En efecto 


ax i + by ! = a(x<> 4* u) + b(y 0 + v) 
= ax 0 + by c + au + bv — c + 0 = c. 


Recordemos como encontramos todas las soluciones de la 
homogenea 


ax + by = 0 (a, b enteros). 


ecuacidn 


Si a = 0, b = 0, entonces toda pareja de enteros es solucion. 

Supongamos ahora que a=fi 0, o bien b^ 0. Sea d = (a, 6); escribi- 
mos 

a = da', b = db'. 

Ya que d=£0, la ecuacion 

a'x + b'y = 0 

tiene las mismas soluciones que la anterior. Ahora bien, las soluciones de 
esta ultima son, segun la proposicion 4 de la seccion anterior 

x = — b't, y — a't (t entero arbitrario). 


Combinando estos resultados con la proposicion anterior obtenemos el 
Corolario: Sean a , b, c enteros tales que a y b no son ambos ceros; su¬ 
pongamos ademds que d = {a, b) divide a c. Sea a — da', b = db', 
Entonces el conjunto x 3 y de soluciones enteras de la ecuacion 

ax + by = c 


es x = *o — b't, y = y 0 + a't en donde t es un entero arbitrario y 
x$, y Q es una solucion particular entera de ax + by = c. 

Es claro que el caso a = 0, 6 — 0, c 0 no tiene solucion. Si c — 0 
entonces, evidentemente, toda pareja de enteros es solucion. 
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EJERCICIOS 

7• Calculense todas las soluciones enteras de las siguientes ecuaciones 
diofantinas: 

a) 15* + 21 y = 300 

b) 228* - 348 y - 1 368 

c) 1 242* + 1 476 y = 90 

d) (An + 1)* + 2 ny = n 

e) (2 n + 1)* + Any — n. 


5. FACTORIZACI6N ONICA 

Ya en la ensenanza elemental de las matematicas se ha tratado la des- 
composicion de los numeros naturales en producto de primos. Por ejemplo, 
escribimos 


36 = 2 2 3 2 , 1 400 = 2 3 5 2 7, 187 = 11 X 17. 

En esta seccion analizaremos este tema con mayor detalle. 

Recordemos primero que 

Definicion: Se dice que un numero entero p distinta de ±:1 es primo 
si sus unicos divisores son ±1 y ±p. 

Evidentemente un numero p es primo si y solo si —/> lo es. 

Los primeros numeros primos positivos son 

2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 53 59 61 67 
71 73 79 83 89 97 101 103 107 109 113, ••• 

Observemos que si p es primo y a un entero entonces el mcd de p y a 
puede ser o bien p o bien 1. Por tanto (p, a) = p si y solo si p divide a a. 

Proposicion 1: Si un numero primo p divide al producto ab de dos 
enter os , entonces p divide a a o bien p divide a b. 

En simbolos, 


p | ab =) p | a o bien p | b. 

Demostracion. Si p \ a no hay nada que demostrar. Si pj\'a entonces 
(pj a) = 1 y por lo tanto, segun la proposicion 3 del parrafo 3 tenemos 
que p | b. 



199 


EJERCICIOS 

1. Utilizando la expresion de 1 como combinacion lineal de p y a 
demuestrese la proposicion anterior directamente. 

2. Si p y q son primos distintos entonces (p, q) = 1. 

3. Demuestrese que si un primo p divide a un producto a x a 2 • • • On 
entonces p divide al menos a uno de los factores at. 

4. Demuestrese que si un primo p divide a b n (n £N) entonces p divide 
a b . 

5. Mediante ejemplos pruebese que las afirmaciones de los ejercicios 
3 y 4 son falsas si p no es primo. 

6. Usando el principio de buen orden demuestrese que todo entero 
mayor que 1 es divisible entre un numero primo. 

Sugerencia: Considerese el conjunto M de enteros mayores que 1 que 
no tienen un factor primo. Si M 0, M tiene un elemento minimo a, 
el cual no puede ser primo. Al descomponer a como producto de dos 
enteros positivos mayores que 1 estos si tienen factores primos. 

7. Demuestrese que hay una infinidad de numeros primos. M£s pre- 
cisamente, que dado un numero natural n, hay mas de n primos. 

Sugerencia: Supongase que hay n primos, digamos p ly p 2y * • •, p n * De¬ 
muestrese que el numero 

Pip*'" Pn + 1 

tiene un factor primo distinto de los n primos mencionados. 

8. Pruebese que si a es un entero positivo y a no es primo, entonces 
hay un divisor primo p de a tal que p ^ 

9. Usando el ejercicio 8 encuentrense los numeros primos positivos 
menores que 150 y mayores que los mencionados en la lista del principio de 
esta seccion. 

Es conveniente observar, para futuras generalizaciones, que la propie- 
dad de la proposicion 1 caracteriza a los numeros primos. En efecto, 

Proposicion 2: Si p es un entero distinto de dt 1 con esta propiedad : 
Si a, b £Z y p\ab entonces p\a o p\b, 

entonces p = 0 o p es un numero primo. (*) 

Demostracion. Podemos, desde luego, suponer que p^O. Examine- 
mos primero el caso p > 1. Si p no fuera primo entonces 

p = ab con 1 < a < p , l<6</>. 

La igualdad anterior prueba que p | ab y las desigualdades indican que pJ['a> 
y p | b y es decir, p no cumpliria la propiedad (*). Luego, si p > 1 cumple 
(*) entonces p es primo. 

Observemos finalmente que 0 cumple la propiedad(*). En efecto, si 
0 | ab entonces ab = 0, por lo que, segun sabemos, a = 0 o b = 0. Esto equi- 
vale a 0 | a o 0 | b. 
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Observacion: Debido a la propiedad de la proposition 2 es conveniente 
considerar que en Z, 0 es primo. Sin embargo, para facilitar los enun- 
ciados, en lo que sigue hablaremos unicamente de numeros primos 
distintos de 0. 

Teorema de factorizacion unica. Todo numero entero a, distinto de 
zh\ se puede expresar en la forma 

* = up!p 2 ... p h (*) 

en donde u *= ±1 y p l9 p 2 , • • •> ph son primos positivos . 

Ademas, si a =£0 la expreston (*) es unica, except o el or den de los fac - 
tores. 

Demostracidn. Si a = 0, hacemos u = 1, h = 1, p x = 0 y obtenemos 
a - upt. 

Por lo tanto, bastara demostrar que todo entero a > 1 puede expresarse 
en la forma (*). 

Sea M el conjunto de enteros mayores que 1 que no se pueden expresar 
en la forma (*). Nuestro proposito es demostrar que M = 0. 

Para ello, veremos que si suponemos que M^£=0 se llega a una contra- 
diccidn. 

Supongamos pues que M ^ 0. Por el principio de buen orden, M tiene 
un elemento minimo a. Ahora bien, si a fuera primo, haciendo h = 1, u = 1 
y a = p x obtendriamos a = up, lo cual contradice que a pertenezca a M. Por 
consiguiente a no es primo. Entonces 

a = bc y (1 < b < a, 1 < c < a). 

Por ser a elemento minimo de M, las desigualdades anteriores indican que 
b y c no pertenecen a M y, por lo tanto se pueden expresar en la forma (■*): 

b = P 1 P 2 • • • pnl c = q x q 2 ... q r . 

Pero como a -= be, obtenemos la descomposicidn 

a = pip 2 • • • PhQiqz • • • qn 

en primos positivos, que es una expresion de la forma ( # ). Esto contradice 
nuevamente el hecho de que a este en M, con lo que queda probada la 
primera parte del teorema. 

Demostraremos ahora la unicidad (excepto el orden de los factores) de 
las descomposiciones en primos positivos. Supongamos que hay dos tales 
descomposiciones para un numero a 0: 

a = up x p 2 ... p h 
a = u'q x q 2 ... q t . 
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Desde luego, u = u por lo que 

plp2 • • • ph * # 1^2 * • • 

Como p x divide al miembro de la izquierda, p x debe dividir al producto 
q x q 2 ... q t y como es primo, p x debe dividir a alguna de las q X9 digamos 
a q x . Pero como q x es tambien primo, resulta que p x = #i. Simplificando, 
obtenemos la expresion 


p2pz • • • Ph = q%qz •••<?*. 

Procediendo en forma analoga, llegamos a que p 2 = q z , p 3 = . Si 

h fuera menor que £ llegariamos finalmente a una expresion de la forma 
1 = • • • qt lo cual no es posible. Analogamente, si t < h. Por lo tanto 

t = h, con lo que queda probada la unicidad. 

En una descomposicion de primos como la del teorema anterior pode- 
mos juntar los primos iguales que en ella figuren y entonces esta quedara 
en la forma 

a = db p™ 1 p*£* • ♦ • p™ r (mi > 0) 


y si, ademas, ordenamos los primos en la forma p x < p 2 < • • • < p% enton¬ 
ces la expresion es, segun lo demostrado, unica. 

A veces, dados dos enteros conviene escribir descomposiciones en las 
que figuren los mismos primos. Por ejemplo, si 

a = 2 3 5 2 7 
b = 3 2 5 X 11 

podemos escribir 

= 2 3 3°5 2 7 1 (11)° 
a « 2°3 2 5 1 7°(11) 1 . 

En general, si a y b son dos enteros, existe una coleccion de primos 
tales que 

a = ±p™' p™ 2 • • • p™ K (mi ^ 0) 

b = dzp 1 ^ 1 p*£ • • • p* h (fix — 0). 


EJERCICIOS 

10 . Si a y b son dos enteros y los escribimos como acabamos de ver, 
demuestrese que 

i) (a, b) = p r * p r * •.. con fi = min {m iy tii }. 
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ii) [ a, b ] = />*» P'j P'h con Si ~ max{ m i, Wj}. 

11 . Si m y n son dos enteros demuestrese que 

m + n = mm {m, n } + max {m, n}. 

12 . Utilizando lo demostrado en los dos ejercicios anteriores demues¬ 
trese que si a y b son dos enteros, entonces 

ab = (a, 6) [a, fc]. 


6. CONGRUENCIAS 

La divisibilidad permite definir ciertas relaciones de equivalencia en Z 
que son de mucha importancia. En particular, estas nos permitiran cons- 
truir valiosos ejemplos de anillos que serviran como punto de partida en 
el estudio de varios temas del algebra. 

Sea m un numero natural mayor que 1. 

Definicion: Se dice que dos enteros a y b son congruentes, modulo m, 

si m divide a la diferencia a — b. 

En simbolos escribiremos 

a = b (mod m) si y solo si m | a — b. 

Por ejemplo, dos numeros pares arbitrarios a y b son congruentes, mo¬ 
dulo 2, pues su diferencia a — b e s divisible entre 2. Analogamente, dos 
numeros impares c y d son tambien congruentes modulo 2. Si e es par y 
/ impar entonces e y / no son congruentes modulo 2. 

Veamos otro ejemplo: si m y n son enteros arbitrarios, los numeros 
a = 5m - 3 y 5n - 3 son congruentes modulo 5, pues su diferencia a — 
b = 5(m — n) es divisible entre 5. Los numeros c = 5m — lyd = 5n — 4 
no son congruentes modulo 5 pues su diferencia c — d = 5(m — n) + 3 
no es divisible entre 5. 

La relacion de congruencia que acabamos de definir es reflexiva y sime - 
trie a y transitiva, o sea, es una relacion de equivalencia. En efecto, 

Proposicion 1: Para a, b } c en Z, se tiene que 

i) a = a (mod m) ; 

ii) si a === b (mod m) entonces b = a (mod m) ; 

iii) si a = b (mod m) y b = c (mod m), entonces a = c (mod m ). 

Demostracion : i) Ya que m | 0, m | a — a, de donde a = a (mod m). 
ii) Por hipotesis m | a — b. Luego m | b — 0 , de donde b = a (mod m). 
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EJERCICIOS 

1. Demuestre (iii). 

2. a = 0 (mod m) si y solo si m J a. 


La relacion de congruencia es compatible con las operaciones de adicion 
y multiplicacion en Z. Esto significa lo siguiente: 


Proposigion 2: Para a, b, c en Z se tiene que 

i) si a ==b (mod m) entonces a 4- c = b + c (mod m) ; 

ii) si a = b (mod m) entonces ac = be (mod m). 

Demostracion. i) Por hipotesis m\a — b y como a — b = (a + c) — 

( b + c) se tiene que m | {a + c) — (b + c) 9 de donde a + c = b -b c 

(mod m). 

3. Demuestrese (ii). 

4. Demuestrese que si a + c = b + c (mod m), entonces a^b (mod 
m). 

Para congruences, vale tambien la siguiente ley de cancelacion: 

5. Demuestrese que si ac = bc (mod m) y m y c son primos entre si 
entonces a = b. 

6. Demuestrese, con ejemplos, que sin la condicion de que my c sean 
primos entre si la afirmacion del ejercicio anterior es falsa. 

El siguiente resultado nos da una condicion necesaria y suficiente para 
que dos numeros sean congruentes. 


7 . Demuestrese que si 


entonces 


a = mq ± + r x 0 ~ r x < m 

b = mq 2 + r 2 0 ^ r 2 < m 

a = b (mod m) si y solo si r x — r 2 . 


8. Demuestrese que, modulo 5, todo numero es congruente con 0, 1, 2, 
3 6 4. 

9 . Demuestrese que si p es un primo positivo entonces ab =0 (mod p) 
implica <2 = 0 (mod p) o bien & = 0 (mod p). 

10 . Dense varios ejemplos en los que ab = 0 (mod m), con a^kO 
(mod m) y b=/k0 (mod m ). 

11 . Demuestrese que si a=b (mod m) y c = d (mod m) entonces 
a± c = b ± d (mod m) y ac = bd (mod m ). 

12 . Pruebese que si a = b (mod m) entonces b es la forma b == 
a + km para cierto entero k. 

13 . Si a = b (mod m) con 0 ^ a < m, 0 ^ 6 < m, entonces a = b. 


Analizaremos ahora la resolucion de congruencias lineales en una incog¬ 
nita. Consideremos la congruencia 


23* - 11=0 (mod 19). 
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Como 23 y 19 son primos entre si, podemos expresar 1 como combinacion de 
23 y 19 (por ejemplo, usando el algoritmo de Euclides): 

1 = 5 X 23 - 6 X 19. 

De aqui obtenemos 

23X5 — 1 = 6X19 


y multiplicando por 11 resulta que 


de donde, 


23 X 55 - 11 = 66 X 19, 
23 X 55 - 11=0 (mod 19). 


En esta forma hemos encontrado la solucion x — 55. 

Esta no es la unica solucion. Por ejemplo x = 17 es tambien solucion 
como puede comprobarse facilmente. 

La siguiente proposicion aclara esto: 

Proposicion 3: Si a y m son primos entre si entonces la congruencia 

ax + b = 0 (mod m) 


tiene solucion. Ademas si x t y x 2 son soluciones, entonces 

x x = x 2 (mod m). 

Demostracion. Por ser ( a , m) = 1 existen enteros r y s tales que 


De ahi obtenemos 


1 — ar + ms. 


ar — 1 = — ms 


y multiplicando por — b, resulta que 

a( — br) + b = m(bs) } 

de donde 

a( — br) +6 = 0 (mod m). 

Es decir, x = — fer es una solucion. 

EJERCICIOS 

14 . Demuestrese la segunda parte de la proposicion. 

Sugerencia. Supongase que x t y x 2 son soluciones. Entonces 

ax x + b = 0 (mod m) 
ax 2 + b = 0 (mod m). 
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Restense las dos congruencias (ejercieio 11) y lisese la hipotesis {a, m) 
= 1 y el ejercieio 5. 

15 . Demuestrese que la congruencia ax + 6 = 0 (mod m) tiene solu- 
ci6n si y solo si el med de a y m divide a 6. 

El resultado siguiente se refiere a soluciones de sistemas de dos congruen¬ 
cias y se conoce como: 

El teorema chino del residuo. Si m y n son primos entre si, enton - 
ces las congruencias 

x = a (mod m) 
x=b (mod n) 

tienen solucidn comun . 

Demostracion . Por la proposicion anterior, la congruencia x = a (mod 
m) tiene solucion, digamos r y cualquier otra solucion es de la forma (vease 
el ejercieio 12) s = r + km con k £ Z. Ahora bien, lo que queremos es que 
alguna de estas soluciones lo sea tambien de la congruencia x = b (mod n ). 
Es decir, necesitamos encontrar una k tal que 

r + km = (mod n) 

o, lo que es lo mismo, tal que 

mk + (r — b) = 0 (mod n). 

Esto se puede hacer, pues (m,n) ~ 1. 

EJERCICIOS 

16 . Si y x 2i son soluciones del sistema del teorema anterior entonces 
x 1 = x 2 (mod mn ). Por lo tanto hay una sola solucion t tal que 0 t < rs. 

17 . Si mi, m 2 , • • m * son primos relativos dos a dos, entonces las con¬ 
gruencias 

x = a 1 (mod m x ), x = a 2 (mod m 2 ), ..x = ah (mod m h ) 

tienen solucion comun. 

18 . Resuelvanse las siguientes congruencias: 

a) I6x — 9 = 0 (mod 35); 

b) 200* + 315 = 0 (mod 441); 

c) (2 n + 1)* + 7 =0 (mod4n) ; 

d) (3 n — 2)x + 5n = 0 (mod 9n — 9). 

19 . Resuelvanse los siguientes sistemas de congruencias: 

c) x = 3 (mod 17) 

* = 4 (mod 21) 

* = 5 (mod 25). 


a) * = 0(mod3) b) * ==1 (mod 25) 
* = 0 (mod 8) x=l (mod 35) 
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Lo estudiado hasta aqui permite construir mas ejemplos de anillos. En 
efecto, para cada numero natural m daremos un anillo, denotado con Z*», 
que llamaremos el anillo de los enter os modulo m. Todos ellos son anillos 
con un numero finito de elementos cada uno. Veremos un ejemplo. 

Como vimos en el ejercicio 8, modulo 5, todo numero es congruente con 
0, 1, 2, 3 o 4. Estos numeros son los unicos residuos posibles que se obtienen 
al dividir un numero entre 5. Definamos ahora dos operaciones nuevas con 
estos residuos. Por comodidad, a las operaciones las seguiremos denotando 
con 4* y X y las llamaremos suma y producto (modulo 5): 


+ 

0 

1 

2 

3 

4 

X 

0 

1 

2 

3 

4 

0 

0 

1 

2 

3 

4 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

2 

3 

4 

0 

i 

0 

1 

2 

3 

4 

2 

2 

3 

4 

0 

1 

2 

0 

2 

4 

1 

3 

3 

3 

4 

0 

1 

2 

3 

0 

3 

1 

4 

2 

4 

4 

0 

1 

2 

3 

4 

0 

4 

3 

2 

1 


La simple observation de las tablas nos indica como las podemos ela- 
borar. Por ejemplo, al sumar 3 y 4, primero los sumamos con la suma en 
Z, obteniendo 7 y escribimos en la tabla el residuo que obtenemos al dividir 
7 entre 5, o sea 2. Analogamente para el producto. Por ejemplo, 4X4=16 
y, modulo 5, obtenemos 1. Es decir, con la operation de Z 5 , 4X4=1. 

En general, dados dos elementos a y b en Z 5 , su suma y su producto 
se calculan asi: 

Escribimos 

a + b = 5q + r O^r < 5 
ah = + s 0 ^ s < 5. 

Entonces, en Z 5 , a + b = r £ Z 5 y ab = s £ Z 5 . 


EJERCICIOS 

20 . Compruebense las dos tablas anteriores. 

21 . Construyanse, en forma analoga las tablas de multiplication para 
Z 3 , Z 4 y Z 6 . 

22 . Dese la forma de definir las operaciones de suma y producto en 
Zm- 


El conjunto Z m = {0, 1, 2, • • •, m— 1} con las operaciones obtenidas en 
un anillo conmutativo con elemento unitario. Para demostrar esto debemos 
comprobar que se satisfacen los axiomas 1 a 8 mencionados en la seccion 1 
del capltulo anterior. 

Como ejemplo, probaremos que vale la propiedad distributiva. 
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Sean a , b, c en Z m . Si 

a(b + c) = m^i + r (0 ^ r < m) 
sabemos, por lo anterior, que en Z™ a(b + c) = r. Analogamente, si 
a& + a<7 — + j, (0 — J <C m) 

en Zm ,, afc + Por lo tanto, en Z, 

r ~ a(b + c) = ab + ac = s (mod m) 
en donde (ejercicio 13), r ** s. Es decir, en tenemos que 

a(fc + c) = ab + ac . 

EJERCICIOS 

23. Compruebese que en Z^ valen los demas axiomas antes mencio- 
nados. 

24. Demuestrese que Z 2 , Z 3 y Z 5 son dominios enteros. Lo mismo para 
Zp con p primo. 

25. Demuestrese que Z 4 y Z 6 no son dominios enteros. 




s 

eri pjrauo 


Los numeros 
reales 


Nota importante: Por la naturaleza de su tenia este capitulo (con la ex- 
cepcion del pdrrafo 1) es mds dificil que los demas. Convendra excluirlo 
de la mayoria de los cursos en que se use este libro como texto. Esto no 
impedird al estudiante comprender los demds capitulos. 

El pdrrafo 1, relativo a los numeros racionales, puede incluirse en 
cualquier curso. 

1. LOS NOMEROS RACIONALES 

En este pdrrafo construiremos los numeros racionales (o fraccionarios) 
a partir de los enteros. Destacaremos unicamente las propiedades de los ra¬ 
cionales que se usaran en los parrafos siguientes. 

Consideremos el con junto Z X (Z—{0}), cuyos elementos son las pare- 
jas (a, b) de enteros tales que b=£0. 

Definimos una relacion ^: 

(a, b) ( ab 9 ) si ab 9 = ba 9 . 

Proposicion 1: ^ es una relacion de equivalencia. 

Demostraci&n: 

i) ^ es reflexiva puesto que ab = ba ; 

ii) ^ es simetrica: 

(a,b)^ [a 9 , b 9 ) <=) ab 9 = ba 9 <=) a 9 b - Va {=) (a 9 , b 9 ) ~ (a, b) 
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iii) es transitiva: 

si {a, b) (a? 9 b ') y (a' y b') (a" 9 b ") se cumplen 

ab' « ba! y a'b" = b'a'\ 

de donde 

ab'b" = ba'b" y — b f a"b. 

De estas igualdades obtenemos ab'b " = fcV'6 y, puesto que b'r/=0, 
ab " = Pero esto ultimo significa que (a, 6) ' (a", 6"), como se queria 

demostrar. 

Usaremos la notacion siguiente: 




Es decir que - denota el conjunto de todos los ( x y y ) £ZX (Z—{0}) 
b 


tales que (a, b) ^ ( x, y ). 

Estos conjuntos pueden ser denotados de varias maneras diferentes. En 
efecto: 


Proposicion 2: 

a a' 

-«—<=> ab' = ba\ 
b V N ' 


Demostracion . Supongase que ajb = a'fb\ Como 


tenemos que 

(a',*') €~, 


esto es, (a, b)^(a',b'). Por la definition de ^ esto significa que ab' = ba'. 
Hemos demostrado la implication de izquierda a derecha. 

Supongamos ahora que ab' = ba' y lo que significa que (a, b) ^(a' y b'). 
Sea 

<*•>’> €j. 

Entonces (a, b) ^(x 9 y) y, por ser ^ una relation de equivalencia, (a' } b') 
^{x,y). Con esto hemos demostrado que 


a 

b 
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De manera analoga se demuestra la inclusion en el sentido contrario, lo que 
termina la demostracion. 


Gorolario 1: 


a ar 

- = — si 0. 
b br r 


Los conjuntos ajb son, por definition, los numeros rationales . El con- 
junto de los racionales se denota Q. 

Siima y producto en Q. Para definir estas operaciones necesitamos 
dos lemas. 


Lema 1: 

fa a! c c '\ ^ a.d+bc a'd'+b'c' 

V& = V y d = l) =) bd b'd' 

Demostracion. Por hipotesis ah' = ba' y cd' = dc'. Entonces 

(ad + be) b'd' = adb'd’ + beb'd' = bda'd' + bdb'c' 

= bd (a'd’+b'c'). 


que, segun la proposici6n 2, es lo que se queria demostrar. 


Lema 2: 


'a a' c c' \ ac a'c' 
_ _ _ y _ _ =)_ _ __ 


Demostracidn . 
pues, 


La hipotesis es la misma del lema anterior. Tendremos, 
acVd! = bda'c'. 


como se queria demostrar. 
Ahora podemos definir 


a c ad + bc 
b ~d bd~ 


a c ac 
b'd~"bd' 


Los lemas anteriores muestran que estas son definiciones autenticas. Si 
denotamos a/b y c/d de otras maneras, la suma y el producto que se obtienen 
con las formulas anteriores son los mismos. 
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Observacion : 

a b a + b 

dh T' 

En efecto, 

a b ad + db ( a+b)d a + b 

d~d d 2 d 2 “ 

por el corolario 1. 

Se deja a cargo del lector la comprobacion de cada una de las propie- 
dades de la suma y el producto en Q que aparecen en la proposition si- 
guiente. En las comprobaciones es necesario usar las propiedades que son 
validas en Z. 

Proposicion 3: En Q: 

i) La suma es conmutativa. 

ii) La suma es asociativa. 

iii) 0/1 es identico aditivo. Es decir, (m/n) + (0/1) = m/n para todo 
m/n. 

iv) Todo racional tiene inverso aditivo (otro rational que al ser sumado 
con el da 0/1 como resultado). El unico inverso aditivo de mjn es — m/n, 
tambien denotado por — (m/n). 

v) El producto es conmutativo. 

vi) El producto es asociativo. 

vii) 1/1 es identico aditivo. Es decir, (m/n). (1/1) =m/n para todo 
m/n. 

viii) Todo racional =7^0/1 tiene inverso multiplicativo (otro racional 
que al ser multiplicado por el da el producto 1 /1). El unico inverso multi¬ 
plicativo de m/n es n/m, tambien denotado por (m/n) -1 . 

ix) El producto distribuye a la suma. 

El inciso vi), por ejemplo, se demuestra asi: 

( a c\ e ac e ( ac)e 
b d) * / ~ bd ’ / ~ (bd)f 

a{ce) a ce a /c e\ 

” b(df) ~b 'df~b \d 

Rationales positivos. Orden en Q., Sea Z + el conjunto de los enteros 
positivos. 

Lema 3: Supongase que 

a a' 

b~T r 


Entonces ab £Z + (—) a!V £Z + . 
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Demostracion . Por hipotesis ab' = ba' } de donde afcfc' 2 = a'b'b 2 . Su- 
pongase que ab £Z + . Como fc' 2 £Z + tenemos £Z + , esto es 3 a'b'b 2 £Z\ 
Como b 2 £Z + debe tenerse a'b' £Z + , ya que el producto de un entero posi- 
tivo por un entero no positivo no es positivo. Esto muestra que ab £ Z + =) 
a'b' £ Z + . El reciproco se demuestra de manera analoga. 

Este lema nos permite definir el conjunto de los racionales positivos: 


Proposigion 4: Para cada a/b £Q es verdadera una y solo una de las 
afirmaciones siguientes: 


0 j€Q-; 


ii) 


a 0 


iii) - 



Proposicion 5 : Las sumas y los productos de racionales positivos son po¬ 
sitivos. 


De las afirmaciones contenidas en las dos proposiciones anteriores de- 
mostraremos unicamente que la suma de positivos es positiva. Supongamos 
que 


a ^ c ^ 


Definimos 


Entonces 


a' - 
b' = 


( a si b £Z + 
(— a si b$_ Z + 

{ b si b £Z + 
( — 6 si b £Z + 


- si b £Z+ 
b 

—~ si b £Z + 
— b 


a 


Ademas, b' £ Z + . Como consecuencia de a'b' £Z Jr se tiene tambi6n a' £ Z + . 
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Definimos analogamente c 9 y d 9 a partir de c y d i que cumplen las con- 
diciones 


Entonces 


7-7 


a ^ c a ' _i_ c ' a'd'+b 9 c 9 

b + d = ~V + 1 Vd' 


y es claro que {a 9 df + 6V) (fc'd') €Z + , de donde concluimos que 


a c 
- + -€Z* 
fc d 


A continuacion definiremos el orden en Q: 


a c % a —c ^ 


Observacion: 


a _ a 0 

S €«-(=>j> r 


Proposicion 6: Dados a/b y c/d en Q se cumple una y solo una de las 
afirmaciones siguientes: 

•\ a e 

■> i>i- 

... « c 
U) b = d> 

.... c « 
m >i>r 


Proposigion 7 : La relation > es transitiva: 


Proposicion 8: 


( a c c e\ a e 

b > d y d > j) =) b > ? 


( a a 9 c c'\ at 

b > T ,y ~d > ~d') ==) b + 'c 

a a 9 a c a 9 c 

“> b > V° =) b + d > T' + d ; 


+ ~d > ~b' + r- 
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iii) 

fa a' 0 

c c* ^ 0\ a 

c a 9 



~d > ~b' 

iv) 

(a a 9 c 

0\ a c a 9 

c 


~\n ) v~d > T' 

d 


a c 

v > »>,<=> 


c a 



Las demostraciones quedan como ejercicio. 

Los enteros como racionales. Gonsideremos la funcidn 

i: Z^Q 

definida como 

*(*) = j- 

Esta funcion es inyectiva (i(a) = i(b) =) a/ 1 = 6/1 =) a = b), Con- 
venimos en cambiar el significado de Z, que de ahora en adelante denotara 
al con junto Im(i) que consta de los racionales que pueden expresarse en la 
forma a/1, Pero convenimos tambien en que el simbolo a es otra notacion 
admisible para el racional a/1. Asi que escribiremos, por ejemplo, 0 y 1 en 
lugar de 0/1 y 1/1, respectivamente. Podrlamos expresar esta convencion 
de otro modo diciendo que identificamos Z con un subconjunto de Q por 
medio de la funcion inyectiva i, Al hacer esta identificacion se preservan las 
operaciones. Es decir: 

i(a) +i(b) = i(a+b) 
i(a) • i(b) « i(ab ). 

El subconjunto D de Q. Los numeros racionales de la forma 

a 

10 * 


constituyen un subconjunto de Q que denotaremos D. El elemento aj 10* se 
acostumbra represen tar escribiendo a en la forma usual, con base 10, y po- 
niendo un punto a n lugares del extremo derecho: 


325 

100 

4 


= 3.25 


10 000 


= 0.0004. 
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Tambien se utilizara la notacion 

10 _w = — « 0 - 0 -• -01 
10" v —v—' 

n 

Las sumas y productos de elementos de D pertenecen a D. Sea 
D + « DHQ% D- = DHQ-. 

Los elementos de D + son los 

A • • * • &n 9 

donde A es un entero no negativo, los <Z{ son cifras a* £ {0, 1, *. 9}, y n 
es tan grande como se quiera, porque podemos agregar ceros a la derecha 
de la ultima cifra: 

3.25 = 3.250 ** 3.2500 «= •••. 

Los elementos de D~ son los 

— A • • • • a». 

Proposicion 9: 

i) 0 > x para todo x £D~, 

ii) x > y siempre que x 6D+, y £D~, 

iii) x > 0 para todo x 6D+, 

iv) dados dos elementos cualquiera de D% 

x = A.a l <h...a n , 

y = B.b x b 2 ...b n , 

x > y en cualquiera de los dos casos siguientes: 
iv') Si A > B. 

iv") Si A = B y existe algun entero no negativo m n tal que a* = bi 
para i<ny a m > b m . 

v) Dados x £ D + , y £ D+, 

—x > - y si y > x. 

Proposicion 10: La regia de los signos es v&lida en D. Esto es: 

( — A-a^.-a*) X5.6 1 ...fc n = — (A.a x - . -OnXB-bi-• .&„) 

A>a x * • *a»X (— ••bn) - - (A.a x .. .OnXB^b^ . .&„) 

..fl») X (• *5*i) “ A»&i* • • • • • 6 n , 



217 
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Consideremos las expresiones 

donde A es un entero no negativo expresado en base 10 y los a\ £ {0,1,2,. • .,9}. 
Los puntos suspensivos indican que hay una infinidad de cifras De esas 
expresiones admitimos unicamente las que no tienen colas de 9, o sea las 
que satisfacen la condition siguiente: 

Para ningun natural n se cumple que ai “ 9 para todos los indices i ^ n. 

A estas expresiones, con la exception de 


0 . 000 ... 

las llamamos numeros reales positivos. Su conjunto se denota R + . 

El conjunto R~ de los reales negatives consta de los reales positivos con 
el signo — antepuesto. 

El conjunto R de los numeros reales es la union de R + , R- y {0.000...}. 
Identificamos D con un subconjunto de R siguiendo la ultima cifra de 
cada elemento de D con una infinidad de ceros: 

3.25 - 3,250000... 

Tenemos, pues, ZCDCR, Z + = D+flZ, Z~ = D-flZ, D + = R + fiD, 
D- = RDD. 

Orden en R. Un orden total en un conjunto S es una relacidn > en 
S que satisface las condiciones: 

a) Para cualesquiera r 9 s 9 t £S, (r > s y s > t) =) r > t (Transitividad). 

b) Para cualesquiera r,s£S se cumple una y solo una de las afirma- 
ciones siguientes: 

r = j, r > s, s> r (Tricotomia). 

Describiremos ahora el orden total > de R: 

i) 0 > x para todo * £R- 

ii) x > y siempre que x<ZR+,y£ R- 

iii) x > 0 para todo x £R + , 

iv) dados dos reales positivos cualesquiera, 

x *= 

y = B.bibf.., 
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x > y en cualquiera de los dos casos siguientes: 
iv') Si A > B. 

iv") Si A — B y existe algun entero no negativo n tal que = b\ para 

i <n y On > b n . 

v) Para x £R + , y£R + , 


Ejemplo: 


“* > — y si y > x. 

0 > - 0.0001 
0.002 ... > -2.539 
3.25 > 0 

1 > 0.99872 

2.1234608 ... > 2.123459812 ... 

-2.123459812... > -2.1234608.... 


El lector puede comprobar que las reglas i) a v) son suficientes para 
decidir si x = y } x > y o y > x, y para demostrar que solo se da una de esas 
posibilidades. Tambien puede comprobar que > es transitiva. 

Observamos (vease proposicion 9 del parrafo 1) que el orden que aca- 
bamos de definir en R al ser restringido a D coincide con el orden que ya 
habiamos definido para este conjunto en el parrafo 1. O sea que hemos 
extendido el orden de D a R. 

Proposicion 1 : Entre cada dos elementos de R hay uno de D. Esto es, 

si a < existe c € D tal que a < c <J3. 

Demostracion . Se hara la demostracion en el caso 0 < a < p y el lector 
la completara. Supongase que 

a = A • ai<L2 • •. 
ft = B*bJ)2» •«. 

Si A < B sea n tal que <z tt ^9 y sea a* = a„+ 1. Tomando c — .. 

cLn-\a* £D vemos que 

n 

a < c < fl. 

Si A = B sea n tal que ai = bi para i < n y an < b n . Tomemos m > n 
tal que ^^9 y sea a !* = ^n+1. Sea c = A -at ••• a^ia* £D. Entonces 

tW- 99| 


« < ^ < fi. 

Proposicion 2: Para cada a£ R y cada entero positivo n existe ag D 
tal que a < < a + 10~ n . Si a > 0 puede tomarse a > 0. 
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Demostracion: 

i) Supongamos que a. €D. 

Si a es positive), sea a = A-a x a z - . Tomamos a = A-a x - • •a n y tenemos 
a < a < a + lCh*. 

Si ct es negativo, sea cl = —A-a ^-. • . Tenemos, si a = A-a^^-dn, 

-(a- hlO-*) <a< -a = -(a+lOr») + lO"*. 

ii) Supongamos que a CD. Tomamos 

a = « — 10 _n “ 1 CD 

y tenemos 

a = ^-lO^ 1 <« < a+Kh*- 1 = a*f 2X10~"~ 1 < a+10"* 


3. COTAS Y FRONTERAS 

Las nociones de cot a y frontera ( superiores e inferiores) que se intro- 
ducen en esta seccion son indispensables para el resto del capitulo. 

Cada una de las definiciones siguientes contiene, en realidad, una parej a 
de definiciones. La primera, al ignorar lo que esta entre parentesis. La se- 
gunda al poner las palabras y formulas que estan entre parentesis en lugar 
de las que les preceden. 

Definicion 1: Sea SCR . Decimos que « CR es una cota superior ( infe¬ 
rior ) de S si cl a; (« ^ x) para todo x £S. 

Definicion 2: Sea SCR. Decimos que S es acotado superiormente { in - 
feriormente) si existe algun «CR que es cota superior (inferior) de S . 

Definicion 3: Sea SCR. Decimos que a es frontera superior ( inferior ) 
de S si: 

i) cl es cota superior (inferior) de S. 

ii) Si at es cualquier otra cota superior (inferior) de S , entonces x > a 
(x < <x ). 

Si a es frontera superior (inferior) de S escribimos 
a = sup S (a — inf S) . 

Esta notacion solo quedara plenamente justificada cuando demostremos 
la unicidad de las fronteras. De otro modo tendriamos un mismo simbolo 
para denotar objetos diferentes. 
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Teorema 1 : Todo subconjunto no vacio de R acotado superiormente 

(inferiormente) tiene frontera superior (inferior). 

Demostracion : 

a) Demostraremos primero que todo S acotado superiormente y tal 
que S D R + =£ </> tiene frontera superior. 

Sea C el conjunto de todas las cotas superiores de S . Entonces C=£<j> 
y C C R + . 

Sea C 0 el conjunto de todos los enteros no negativos que son la parte 
entera de algun elemento de C (decimos que B es la parte entera de B.b x 
b 2 • • • ). Entonces C 0 = 7 ^ ^>. Sea A el minimo de los elementos de C 0 . A es 
un entero no negativo. 

Sea Ci el conjunto de todas las cifras que aparecen como primera 
cifra decimal de algun elemento de C cuya parte entera es A. Sea a x el 
minimo de los elementos de Cl. 

Sea C 2 el conjunto de todas las cifras que aparecen como segunda cifra 
decimal de algun elemento de C de la forma A.a x x 2 x 3 .... Sea a 2 el mini- 
mo de los elementos de C 2 . 

Sea C 3 el conjunto de todas las cifras que aparecen como tercera cifra 
decimal de algun elemento de C de la forma A.a x a^x z x 4 ..., y sea el mi¬ 
nimo de los elementos de C 3 , y asi sucesivamente. 

Obtenemos asi un entero no negativo A y una sucesion de cifras a x , a 2} 
a s , . *. . 

Observemos que no existe ningun entero positivo n tal que ai = 9 para 
todo i ~ n. Comprobaremos, en efecto, que siempre que = 9 existe 
algun m > n tal que 9 : si a* = 9 existe algun elemento de C de la 
forma 

A * Ct x • • • An X-n+i Xn+2 • • •. 

Pero existe algun r > n tal que x r ^ 9, por la restriccion hecha en el 
parrafo 2. Y vemos entonces que alguna posterior a a* es 9, ya que 
la suposicidn (l^ x = • • • = 1 — 9 implica que a r = mmimo elemento de 

C r ^X r < 9. 

Vemos asi que hemos formado un real 

a = A • 3 • • •. 

Demostraremos que a es frontera superior de S : 

a.\) Veamos en primer lugar que a es cota superior de 5. 

Sea cualquier p = B . b x b 2 ••• € •S'. Por la manera como se ha obte- 
nido A existe algun real A . x x x 2 ... ^ p. Por lo tanto A^B. 
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Si A > B queda comprobado que a > j0. Si A = B existe algun A . a r 
x 2 x z . •. ^ p. Por lo tanto a x ^ 6 1# 

Si &\ > queda comprobado que a > /?. Si <z x = existe algun 
A . a x a 2 * 3*4 ... ^ p. Por lo tanto a 2 — b 2y etcetera. 

Vemos asi que, o bien A — B, a x — b % para i < n y On > b ny en cuyo 

caso « > /?, o bien A ~ B y ai = bi para todo z, en cuyo caso a = /?. En 

todo caso fi } como se queria demostrar. 

0 . 2 ) Veamos, finalmente, para terminar la parte ( 0 ) de la demostra¬ 
cion, que a — p = B. b x b 2 • * . para cualquier /? que sea cota superior de S. 
Si A < B se tiene a < /?. Si A = B se tiene 0 x 
Si < &i se tiene a < j3. Si 0 X = & x se tiene a 2 etcetera. 

Vemos asi que a — /?. 

6 ) Demostraremos ahora que todo S C R + tiene frontera inferior 

( S '¥*<!>)• 

Sea C 0 el conjunto de las partes enteras de los elementos de S y sea 
A el minimo de los elementos de Co, que es un entero no negativo. 

Sea Ci el conjunto de las primeras cifras decimales de los elementos de 
S cuya parte entera es A , y sea a x el minimo de los elementos de C x . 

Sea C 2 el conjunto de las segundas cifras decimales de los elementos de 
S de la forma A . 0 i * 2 * 3 • ♦ • , y sea a 2 el minimo de los elementos de C 2> 
etcetera. 

Obtenemos asi un real a = A . a x a 2 • • • , que el lector podra demostrar 
que es frontera inferior de S z con procedimientos analogos a los usados en 
la parte ( 0 ) de la demostracion. 

c) Demostraremos que todo subconjunto S de R no vacio y acotado 
superiormente tiene frontera superior. 

Si S n R + ^<#> estamos en el caso ( 0 ) de la demostracion. 

Si S flR + ^^ pero 0 £S, es muy facil demostrar que 0 = sup S. 

El unico caso restante es si S D R + = <j> y 0 £ S. En este caso S C R~. 
Sea 

S' = {X t x 1 x 2 ... | — X-x x x 2 ... ££}. 

Es claro que S' C R + . Por la parte (b) de la demostracion S' tiene fron¬ 
tera inferior. Sea 

a = A • 0 i 0 2 ... = inf S'. 

Comprobaremos que a — — a = sup S: 

0= - B-b x b 2 ... £S => B-b x b 2 ... £S'=)B-b x b 2 ...^a' 

=) — B m b 1 b 2 • • • — ~ a =) B — a. 

Con esto queda demostrado que a es cota superior de S. Veamos que es 
menor o igual que cualquier otra cota supenor: 



222 


Cap. 8 LOS NGMEROS REALES 


= —B-b x b 2 • • • es cota superior de S =) 

=) “ J5* b x b 2 • • • — —X*xix* • • • para todo —X*XiX 2 .. • Q.S —) 
=)B-b x b 2 • • • — X • x x x 2 • • * para todo X'X x x 2 • • • =) 

—) B-b x b 2 • • • es cota inferior de 5' =) B'b x b 2 • - • — a' =) 

=) = “B* b\b 2 • = a. 

rf) Demostraremos que todo subcon junto 5 de R no vacio y acotado infe- 
riormente tiene frontera inferior: 

Si S C R + estamos en el caso (b). 

Si S H R~ = <t> y 0 ££ es claro que 0 = inf S. 

Si S flR - ^^ sea S x = S Ci R~, y sea 

«S/ = {X* x x x 2 •**| X * x x x 2 

El lector puede demostrar que 

inf 6* = inf S x — — inf S x . 

El teorema que acabamos de demostrar se complementa con el siguiente: 

Teorema 2: Un subconjunto no vacio de R acotado superiormente tiene 
una sola frontera superior. Si es acotado inferiormente tiene una sola 
frontera inferior. 

En efecto, si a y /3 son fronteras superiores de S se tiene: 

i) a. es cota superior de S; 

ii) x es cota superior de S =) x ^ a; 

iii) J3 es cota superior de S; 

iv) x es cota superior de S =) x ^ ft. 

De (ii) y (iii) concluimos que De (i) y (iv), que a=*J3. Por lo 

tanto <* = /?. 

La unicidad de la frontera inferior se demuestra de manera parecida. 


4 . SUMA Y PRODUCTO DE REALES 


Para sumar y multiplicar elementos de D se usan algoritmos bien cono- 
cidos: 


3.25 

+ 0.0004 


3.25 

X 0.024 


3.2504 


1300 

650 


0.07800 
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Estos procedimientos no son aplicables en general a elementos de R. 
Si queremos calcular el producto de los reales 3.1415926535 ... y 2.71828.. 
por ejemplo, debemos contentarnos con tomar elementos de D que los 
aproximen, tales como 3.14159 y 2.71828, y tomar el producto de estos ulti- 
mos como una “aproximacion” al verdadero producto. Para definir el pro¬ 
ducto de los dos numeros originales requerimos la nocion de frontera. Lo 
mismo sucede con la suma. 

Suma de reales. 

Dados a g R, fi g R, sean 

(A = {a: | a: £ D, x ^ a) 

3} = {* | x CD, x 

© = {x + y \ x £ (A, y £&}. 

Definimos 

a + /? — sup ©. 

Pero esta no es una definicion a menos que comprobemos que (3 es 
acotado superiormente, lo que baremos en seguida. 

Si a = A-a x 02 ... gR + U{0} es claro que a < A + 1 gD. Si agR~ 3 
a < 0 gD. En todo caso existe a g D tal que a < a. De igual modo existe 
b g D tal que /? < b. Tenemos entonces 

x £<A=) x < a, x £03 =) x < b. 

Teniendo en cuenta que podemos sumar desigualdades del mismo sentido 
entre elementos de D (proposicion 8 del parrafo 1), vemos que 

(x g y g 03) =) x + y < a + b, 
lo que muestra que a 4- b es una cota superior de Q. 

Producto de reales positivos. Dados a g R + , g R + , sean 

CD = {x | * 6 D, O^x^a) 

6 = {* I * € D 0^x^j3) 

3 = {xy\x£CD, y€(S}. 

Definimos 

aJ3 = sup £?. 

Lo mismo que en el caso de la suma debemos comprobar que f? es aco¬ 
tado superiormente para poder hablar de sup £?. 
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Producto de reales cualesquiera. Dados a € R + , /? £ R + , definimos 


(~ a )P ~ a (~P) - —<xfi ) . . . 

=aJ3 J ( Re S la de los signos) 

0 . a = 0 . (— a) = ( —*a) . 0 = «*0 = 0.0 = 0 

Nota: Si a y p son elementos de D podemos pensar en la posibilidad de 
que su suma, definida como sup © al considerarlos como elementos de R, 
no coincida con la suma definida en el parrafo 1 para racionales. Pero 
esto no sucede, sino que podemos demostrar que 

a + p = sup © 

donde la suma del primer miembro es la definida en el p&rrafo 1. En 
efecto. 


a € (A — {x | x £ * — a} 

/? £ £8 => {# j * € D, x^ p) 
a+fi £(§={^ + y \ x £ (A, y ££8}. 

Como a es cota superior de (A y P es cota superior de £8 sabemos que 
a + p es cota superior de © [proposicion 8 inciso (i) del parrafo 1]. Como 
a + p £ © es claro que a + p = sup ©. 

De manera parecida podemos comprobar que aP = sup 0, para a £D + , 
P £ D + . Esto significa que el producto que se ha definido en R + se extiende al 
que estaba definido en D + . Como ese producto se extiende a R de acuerdo 
con la regia de los signos y dicha regia es valida en D vemos que el pro¬ 
ducto definido en R es una extension del producto definido en D en el 
parrafo 1. 


5. PROPIEDADES DE LA SUMA, EL PRODUCTO 
Y EL ORDEN EN R 

En este parrafo se demuestran las propiedades basicas de R. Para demos- 
trarlas usaremos libremente las propiedades de Q demostradas en el parrafo 
1, todas ellas validas en D, con la excepcion de la que se refiere a la exis- 
tencia de inversos multiplicativos. Tambien usaremos con mucha frecuencia 
las proposiciones 1 y 2 del parrafo 2 y, claro esta, deberemos tener pre- 
sentes las definiciones de orden (parrafo 2) y de suma y producto (parrafo 
4). Ademas, utilizaremos en varias ocasiones el lema siguiente: 

Lem a 1. 

— 10" n < a < 10” n para todo n 0 =) a = 0. 
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Demostracion : Supongamos a^O. Tendremos 

ct = A • • • •. 

Supongamos a £ R + . Si -4 ^0 es claro que a ^ 10° = 1. Si A = 0 existira 
n tal que = ... = a n _ x = 0, a n ^0, y entonces a — 10 _n . Supongamos 
ahora que a £ R". Si A 0 es claro que a < — 10° = 1. Si A = 0 existird 
n tal que ^ — ... = = 0 y A n =/= 0, y entonces a — — 10“ n . 

Proposicion 1. En JR: 


i) (a > a y ft > p) => i a + ft > a + p; 

ii) a > a =) a + /? > a 4- /?; 

iii) ( a >«'^0y/?>/r^0) =>a/?>«r; 

iv) (<* > a' y /? > 0) =) a/? > aft. 

Demostracion : 


a,) Sea c t £D tal que a > Sea c'i£D tal que ^ > c\ > /?. 

Entonces 


a > > tf'i > a' 


Sean r 2 y en D tales que 

P>o 2 >c\> p. 

Sean 

ffl = X — a) 

8$ = {x\x£D, x^p) 
{x\x£D, x^a'} 

= {x\x£T>, x^p) 

(3 = y£<53} 

S' = {*+y|* y £(%'}. 

Entonces, por definicion, 


Ahora bien, 


a +/? = sup (3 
«' + /?'= sup S'. 


£i + £2 6 S, de donde sup S c t + c 2 > c\ + c\ 
c\ > a ^ a: para todo # £ £2T 
c' 2 > p — y para todo * 6 fB' 


de donde c\ + c' 2 — sup S'. 
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Por lo tanto 

a + fi = sup Q — Cx + c? > c\ + c *2 — sup & = a + /?' 
b) Sean c y <f en D tales que 

a > c > c' > a'. 

Sea n tal que c — c' > 10"“ y sea & £D tal que 
b < p < b + 10-“. 

Entonces, por (a), 

a + + £ = + (c-c') + c' > (b + 10-“) + c' > a' + /?. 

£,) Si a' = 0 o fi' = 0 la afirmaci6n es obvia. En caso contrario la de- 
mostracion es muy parecida a la de (i), usando la definicion de producto 
de reales positivos. 

d) Lo demostraremos para el caso a > 0 y el lector completara la 
demostracion. 

Sean eye' enD tales que 

a > c > c' > a. 

Sea n tal que c—c' > 10 _n . 

Sea iV entero positivo tal que Existe un entero positivo m>N +1 

tal que lO 1 "-*-”- 2 > c'. 

Sea b £D tal que 

0 <b<p<b + 10- m . 

Entonces 

b > 10-*- 1 , 

porque en caso contrario se tendria b — 10“^ -1 y 

b + 10~ m ^ lO"^- 1 + 10- w < 10-*- 1 + lO-^" 1 < 10* < ft 


que es una contradiccion. 

Tenemos entonces 

ap>bc== {b+\Qr™)c' + b(c-c')—lQ- m c' 

> (6 + 10- w )V + 10-“ 6 - 10^“ s' 

> (b + 10~ m ) s' + lO-*-”- 1 — 10"*“ s' 

= (b+lO-n^c' + 10~ m (10 -fn-N-n-1 _ c ') 

> (b+10- m )c' >a'p. 
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Proposicion 2: La suma en R es conmutativa. 

Es consecuencia inmediata de la definicion de suma y de la conmuta- 
tividad de la suma en D. 

Proposicion 3: La suma en R es asociativa. 

Demostracion. Dados ft, fi y y, existen, para cada natural n, elementos 
a, b y c en D tales que 

a <a< a + 10-"- 1 , b < p <b + c < y < c + lO - *- 1 . 

Entonces 

a + b <a + P <a + b + 2X 10-"- 1 
a + b + c < (a+J3) +y<a+b+c+ 3X 10-*- 1 (1) 

b + c<C.p + y<^b + c + 2X lO** -1 
a + b + c <« + ( p+y ) <4 + i + c + 3X lfr*- 1 . (2) 

Supongamos por un momenta que (a+P) +yty*=a+ (P+y); por ejem- 
plo que la primera suma es mayor que la segunda. Entonces habr&n ele¬ 
mentos d x y d 2 de D tales que <r+ (P+y) < d x < d 2 < (a+P) +y. Usando 

(i) y (2), 


a + b + c<d x <d 2 <a+b + c + 3x lO*"- 1 , 

de donde 

a + b + c<d x <.a+b + c+ 10 - " 

-(«+fe + c+10-") < -d 2 < -(a+b + c) 

— 10 - " < d 1 — d 1 < 10~” para todo n, 

lo que implica d x = d 2 , en contradiccion con d x < d 2 . 

ProposichSn 4: a + 0 = a para todo a £R. 

Demostracion. Para cada n existe a CD tal que 

a<a<a+ 10-". 

Por la proposicion 1, inciso (ii), 

a = a + 0<a + 0<a + 10 - " + 0 = a + 10~". 

Si se tuviera a^a + 0, por ejemplo a < a + 0, existirian d x y d 2 en 
D tales que 

a<«<di<d 2 <a + 0<a + IQ-", 
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de donde 

a<d 1 <a+ 10- w 
— (a + 10" n ) < — d 2 <— a 

y finalmente, 

-10- n < d t ~d 2 < 10" 

para todo n, lo que da una contradiccion. 
Proposicion 5: A . a x a 2 • •• + ( — A . a x a 2 • • •) =0. 
Demostracion . Para cada n existe a£D + tal que 
« <C A»a x a 2 • • • < « + 10~ n . 


Por la definition del orden en R tenemos 
- (<z+10- w ) < — A • a x a 2 


Por la proposicion 1, 

-10" n < A-a x a 2 ... + (-A-a 1 a 2 •••) < 10" n 

para todo n, lo que implica la proposicion. 

Corolario 1 : Todo real tiene un inverso aditivo que es unico. 

En efecto, todo real positivo es de la forma A • a x a 2 ... y tiene a 
— ^4*a 1 a 2 *** por inverso. Todo real negativo — A*a^a 2 ^* tiene al real 
A • a ± a 2 -.. por inverso. El real 0 tiene a 0 por inverso, segun la proposicion 4. 

La unicidad se comprueba como sigue: Si a y a" son inversos de a 
tenemos a + o' = 0 y a + a” = 0, de donde 

a + a = a+«" 
a'+(a + a') = </ +(a+a") 

(a' + a) + </ = (a' + a) +<a" 

0 + a' = 0 + a" 


Notacion. El inverso de A^a x a 2 ^> es —A-a ^-• Extendemos esta 
notacion escribiendo — a para denotar al inverso de a . Asi tendremos 

— (— . 4 . 0^2 • • •) = A. a x ch ... 

-0 = 0 
-(-*)=«. 
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Proposicion 6: « > p {=)a + (— p) £R + . 

Demostracion. Observemos que y > 0 equivale a y £ R + . Entonces 
«>£=)* + (-/?) >/?+ (—iff) -0=)a = a+ (—jS) + /?>/?. 
Proposicion 7: <x> p (=) —fi > —a. 

Demostracion: 

«>/?<=>« + (-/?) >0 <=>-/?+ (-(-«)) > 0 {=) —/? > 

Proposicion 8: El producto en R es conmutativo. 

Demostracion. Para reales positivos es consecuencia inmediata de la 
definition de producto de reales y de la conmutatividad del producto en D. 
Si a y p son reales positivos tenemos, por la regia de los signos, 

{-a)i 8= -(<*/?) = -(/?<*) =/3(-a) 

«(-£) = “(«/?) = “(/?“) ” (“/?)« 

(-«)(-/?) = a f3 = p a = (-/?)(-«). 

Ademas, 0.« = 0 = «.0 para todo «£R. 

Proposicion 9: El producto en R es asociativo. 

Demostracion. Lo demostraremos para reales positivos. La demostracion 
se puede completar usando la regia de los signos. Sean a, p y y positivos, 


<X — A • * * • 

P = B.bxbz - *. 

y ~ C>c 1 C 2 • • • • 

Sea N un natural mayor que A, B y C, que sera mayor que a, y y. 
Para cada entero positivo n sean a, 6 y c en D tales que 

0<a<a<a+10- n 
0 <b < p <b + 10" n 

0<c<y<c + 10" n . 

Tenemos 

ab < «/? < ab + 10 _n (a + £>) 

a&c < (aP) y < + 10 -w ( ab + ac + bc ) + 10“ 2w (a+fc-fc) (1) 

be < fly < 6c 4- 10~ n (& + c) 

a&c < <*(/?y) < abc + 10“ w ( 0 & + 0 C + &C) 4- 10“ 2n {a+b + c). 


(2) 
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Observemos que 

10 -»(ab+ac + bc) + 10-* n (a+b + c) < 10- n X 3(N 2 +N) < 10”"" 

para un m suficientemente grande. 

De (1) concluimos 

abc < (afi) y < abc + 10”-". 

De (2) y la proposicion 7 concluimos 

— (abc+ 10” - ") < —a(JSy) < — abc. 

De las dos ultimas series de desigualdades: 

-10”-" < (aP) y + (-a(fly)) < 10”-", 
para todo n, lo que implica que 

(<r/J)y + (-a(fiy)) “ 0. 

Por la unicidad del inverso aditivo tendremos 


(«/*)r = a iPy)- 

Proposicion 10: a A = a para todo a£ R. 

Demostracion. Para cada n£ Z + existe a €D tal que a < a < a — 10 _1 
Por el inciso (iv) de la proposicion 1, 


de donde 

y 


a = a-1 < «-l < (a+10-") X 1 = c+ 10", 
“(a+lO-") < “«.l < -a 
10 -"<«+ (-«•!) < 10 " 


para todo n, de donde a = a-1. 
Proposicion 11: (— 1) <* = —a. 

Demostracion: 


Si a = • •, 

( — 1 ) a = “ + • fli<z 2 • • • = 


por la regia de los signos. 
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Si « = 0, (— 1)a = (-l)-O = 0 = «. 

Si a = — A-a 2 a 2 - • 

( — l)a = A-a-iOi-• • = —a. 

Lema 2. ( —1) («+/?) = (-l)«+(-l)0. 

Demostracion. Es claro que — (a+fi) = (—«) + (— J3), puesto que 
[(-a) + (~P)] + (« + j8) = ((-«)+«) + ((-P)+P) = 0 + 0 = 0. 
Por la proposicion anterior 

(-1)(«+/J) = -(«+/?) = (-«) + (-/?) = (-l)«+(-l)j8. 

Proposicion 12: El producto distribuye a la suma en R. 

Demostracion . Si uno de los reales a, ft, y es cero es facil verificar que 
a(/? + y) = aft + ay. Supondremos que a^O, fi=£0 9 y=£0. 

a) Si a > 0, ft > 0 y y > 0. Tomemos a, b, c GD tales que 

0<a<<z<a + l(y- n 
0<b<J3<b + 10~ n 
0<c<y<c + 10“”. 

De estas desigualdades podemos deducir 

— 10=^f2a + fc + <7+2X 10"”) < — a(/? + y)+(a/3 + ay) 

< 10-”(2a + & + c + 2Xl0“”). 

Pero 

2a+& +<7+2X10“” < 2a+£+y+l < 10* 
para algun N y de donde 

_—^ 10 -^ < ~«Q3 + y) + (o^+ay) < 10~” + * 
para todo n, que implica que a(/? + y) = a ft + ay. 

b) Si a < 0, ft > 0, y > 0. Entonces 

a(£ + y) = (-(“«)) (£+7) = (~0 (”«) (0 + y)- 
Como -a£R + tenemos, por (a). 


(-a) (£ + y) =(“«)/*+ (-a)y= (-l)a/?+ ( —l)ay== (-1) (a£ + ay) 
de donde 

a(/? + y) = ( ““ l) 2 (a/3 + ay) = aJ3 + ay. 
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c) Si p < 0 y y < 0, a cualquiera: 

«(0+y) = (0+y) “ ( —1)«(( — 1)/?+ (— 1)y) 

= ( — 1) 2 afi + ( — 1) 2 oy = afi + ay. 

d) Hemos tratado todos los casos posibles en que p y y tienen el mismo 
signo. Supongamos ahora que tienen signo contrario, por ejemplo p > 0 y 
y ~ — y < 0. Hay dos casos: 

d') Si p^y\ Entonces ft + ( — y) — 0 

= «((0+(-/))+/) = «(/2+( _ y')) + «y', 


de donde 

+ ( - «y') = «(£+(-y')) 

a/3 + (-1)«/ = <*(/3 + y) 
a/? + ay = a(/? + y), 

d") Si p < y'. Queda como ejercicio. 

Proposicion 13: Todo real no nulo tiene inverso multiplicativo, que es 
unico. 

Demostracion. Supongamos primero que a > 0. Sea 
= {x\x €D + , x a — 1}. 

Demostraremos que a sup = 1. Sean 

a — A. dxd2 • • • 

supi?3' = A'-a? 1 a ' 2 *• • . 

Para cada entero positivo n existe fc tal que 
b = ^4 • a i • • • n ^»+i • • •• 

Entonces 

A* *a\ . • • X a — 6a — 1 < (^4 *a'x • • • a' n + 10^ n ) a, 

A'^a\ ... a'n X a^ sup i5^'.a ^ ( A.a\ ... a' n + I0~ n )a, 

de donde 


-10-"(4'+l) < 1 — sup ffV •a < 10“ w (^'+l) 


para todo n, lo que implica que 1 = sup • a. 
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Para el real negativo — a tenemos 

( -a) (—sup &¥) = a sup — 1. 

Falta demostrar la unicidad. 

Observacion. a (E R + (=) or 1 £ R + . 

Resumen: Las proposiciones 2, 3, 4, el corolario 1 y las proposiciones 8, 
9, 10, 12 y 13 muestran que R es un campo. 

La proposicion 6 muestra que el orden en R, que originalmente (parra- 
fo 2) se habria definido lexicograficamente, es el orden determinado por 
R + . Es decir, 

a > (3 si a — £R + . 

Esta proposicion, junto con los incisos (i) y (iii) de la proposicion 1, nos 
muestra que sumas y productos de elementos de R + pertenecen a R + . 

De la proposicion 5 se deduce la tricotomia: una y solo una de las 
afirmaciones 

a £ R + , a = 0, ■— a £ R + 

es verdadera. 

La otra propiedad importante de R es la existencia de fronteras de con- 
juntos acotados, demostrada en el parrafo 3. 

6. RACIONALES Y REALES 

Recordemos que Z C D C R. Veremos como identificar Q con una 
parte de R, con lo que tendremos Z C D C Q C R. 

Definimos 

j : Q-»R 

como 



j esta bien definida porque 

~ = ~=) ad = be =) ad(bd) “ 1 — bc(bd)" 1 =) ab' 1 = cd~ x . 

bd 

Observamos: 
a) j es inyectiva: 

; (^) = ; (f) ^ abl = cdl ^ ad = bc 



234 


Cap. 8 LOS N0MEROS REALES 


b) j preserva sumas: 


= ab' 1 + cd- 1 = ( ad+bc ) ( bd ) _1 


( ad+bc\ 

S3-) 


c) j preserva productos: 


;(f )' 1 © = {ab ~ 1] {cd ' 1] = ac{bdyi=] (s) 


d) j preserva el orden: 


j \j) > j <==) ab " > cd ~ x <=> ab ~ x ~ cd ' x €R+ 

<=) (a</-k)(W)- l eR* 

(=) [ad—be) (bd) £R + 

ad—be „ « c _ 

<=>—'^ri 64, 

a £ 

<=>»>? 

Identificamos Q con ;(Q) y admitimos, para reales j 8 7 ^ 0 y a, la no- 
tacion 

« 

- = a/?" 1 . 

El lector puede demostrar las formulas 


a ay 

- — — para y = 7 ^ 0 

fi Py 

a y a8 + J3y 

P 8 

ay ay 
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Nota: La proposicion 1 del parrafo 2 afirma que entre cada dos reales 
hay un racional. Esto se suele expresar con la frase 

Q es denso en R. 

Representation decimal de los racionales. El problema que abor- 
damos es el de encontrar, dados los enteros positivos m y n, el entero A y 
las cifras decimales a\ tales que 

m 

A . a x a 2 • • • = —. 

n 

El procedimiento es simple. Gonsiste en dividir m entre n por el algo- 
ritmo bien conocido de la division con decimales. Como ejemplo, obtengamos 
la expresion decimal de 3/7: 

0.42857142... 

7 fZ 
30 
20 
60 
40 
50 
10 
30 
20 
6 


Afirmamos que 

3 

- = 0.42857142... 

7 

Justificaremos esta afirmacion. 

A1 dividir m entre n obtenemos un cociente A • a x a 2 .... El entero A y las 
cifras aj se van obteniendo de manera que se cumplan las desigualdades 

nA ^ m < n(A+ 1) 
n X A-a! m < n{A-a 1 + lCh 1 ) 
n X A-axa 2 ^ m < n(A-a 1 a 2 + 10‘ 2 ). 
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De estas desigualdades obtenemos 


0 ^ m — n A < n 
0?=m-- n X A>a x <i lO 1 rc 
0 ^ m — n X A-a t a 2 < lO 2 n 


o bien 


- A< 


1 


0^— -A.<h< 10- 1 
n 

m 

0 ——* — A • <z 1 ^2 10 -2 , 

n 


Supongase que 

— = B.M.— 

n 

De las desigualdades anteriores concluimos sucesivamente que B = A, 
bi — cii para i — 1, 2, • lo que muestra que mjn — A-a ia 2 * •*, como se 
queria. 

Decimales periodicos y numeros racionales. A1 calcular 3/7 hemos 
podido observar que el decimal que se obtiene es ‘‘period ico”: 

- = 0.428571428571428571... 

7 

Si calculamos las expresiones decimales de otros racionales encontraremos 
siempre el mismo fenomeno: 


- = 2 . 66666 ... 

3 

- = 0.400000. •. 
5 

5561 


4950 


= 1.12343434.... 
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Usaremos una notaci6n que describiremos con ejemplos: 

35.78128198173737373... = 35.78128198173 
0.35555... - 0.35 

12312.3123123123123... - 12312® 


A los reales de este tipo les llamaremos periodicos. 
De acuerdo con la notacion, 


3 

7 

8 
3 

2 

5 

5561 

4950 


0.428571 

2.6 

0.4 

1.1234. 


Proposicion 1 : Un real es periodico si y solo si es racional. 

Demostracion . Dividamos m entre n. Cuando entramos en la parte 
decimal del cociente los restos que van apareciendo son siempre menores 
que n . Como solo hay un numero finito de enteros no negativos menores que 
n debe suceder que, o bien uno de los restos es cero, en cuyo caso todas las 
cifras decimales que siguen son cero, o bien un resto se repite. Cuando sucede 
esto todas las cifras decimales que se obtuvieron a partir del momento en 
que aparecio por primera vez este resto (dentro del calculo de la parte de¬ 
cimal) se repiten en el mismo orden, asi como los restos, y la division se 
convierte en la repeticion exacta de un mismo proceso, obteniendose un 
decimal periodico. 

Supongamos ahora que 

t ' 

a — A . a x . . . <Lm a m +1 * * * a n- 

Queremos demostrar que a £ Q. Para ello necesitamos un resultado auxiliar. 

Lem a: Multiplicar por 10 un elemento de R equivale a correr el punto 

decimal un lugar hacia la derecha. 

La afirmacion es obvia para elementos de D pero no lo es para elemen- 
tos de R, aunque no es dificil de demostrar. La demostracion se deja como 
ejercicio. 
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Aplicando el lema tenemos 


10 m a = 10 m A + 10 "-'at + ... + 10 an-! + a m + 0... a n 

10 n tf = 10M + lO^fl! + • • • + 10(Xn_i + On 4* O‘fiwn-1 • • • &n 

(10 n -10 w )«= 10M + 10 w " 1 «a+ ... +a n -{10 m A+10 m - 1 a 1 + ... 4-^) 

= Bez 
B 

a = -—— € Q. 

10 n -10 w 


7. RAfCES DE REALES POSITIVOS. EXPONENTES 
FRACCIONARIOS 

Teorema 1 : Para cada «£R + y cada n£ Z + existe un unico p £R + tal 
que fP = <*. Este real /? se denota por 
Demostracion . Sea 


= sup {*|x £R, * n < a). 


Veremos que ft" = <*. 

Sea /? = B-hb 2 --.. 

Para cada r £Z + hay un indice m ^ r tal que 9 ^ 9. Sea b* m = b m + 1. 
Si revisamos la demostracion del teorema de existencia de fronteras supe¬ 
riors (seccion 3), recordaremos que hay una cota superior del con junto 

£B - {*\x €R + , * n < «}, 

que es de la forma B-b x ... b m &' w+1 &' m+2 • • •. Entonces B-b x ... b m - x b* es 

1 m 

mayor que cualquier elemento de £8 y, por lo tanto, no pertenece a £ 8 , de 
donde 

Podemos ademas suponer que el indice m es tan grande que /? — 10 _m > 0. 
Es claro que fi— 10“ m , por no ser cota superior de £B a debe ser menor que 
algun x tal que a: 1 * < ct> de donde 

(p-\0~ m ) n < «. 

Tenemos entonces 


(p+10- r ) n ^ (^+10- m ) n ^(B.6 1 ...fc w . 1 6*) n ^> (/?-lO^) w ^(j0-lO- r ) n : 
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En consecuencia para toda r £Z% 

(J3 +10")*^ <*> (J3-10~ r )». 


Pero 




(mdx (l,^))"- 1 " (n 


■ &' + 


10 ' 


(max (l,0))*- l 2» 


l(y) 


G&-10- 


io r 

(max (1,/?) )"~ 1 *2* 


Sea N tal que 

io*; 

Entonces* para todo r, 


10 r 

(max (1, fi) ) n ~ 1 2" 
10 ^ 




10 '-* ’ 


o sea que 


1 _ ^ 1 

- — a—B" ^ -- 

>' 10 ' 


10 ’ 


para todo r, lo que implica a = /?”. La unicidad de /? se comprueba facil- 
mente: 

P'> P=)P n > P n = a 
p > p ^ 0 =)« = > 0 '“ 

Exponentes fraccionarios. Para todo a £R— {0} y n €Z + definimos 

a n *=««••• a 
n factores 

or* = (a*)- 1 . 


Convenimos ademas en que 


= 1. 


Es claro, para enteros m y n, que 
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Proposicion 1 : Para a,j3 £R + , n£Z+, m£Z, 

a) V«" 

i * ml ri /— mn / - 

b) y y a — y a 

c) (V^) m = V* 

m r 

d) ^<=>- = 7 

Demostracion: 

a) ( Vo” \fP) n = ( Va) n { VP) n = 

b) (( m /V^) m )”= (V^) M = « 

c) U.V^) m ) n = ((\M*) m = « m 

rf) v^ 5 = yla* (=*=) ( V&) ”* = ( V?)<=) 

<=> (( v^)»)* = (( \^ r ) 8 ) B {=) (« m )' = (« r ) n 

m r 

<==) a w * = {=> — = 

n s 

Definicion 1: Para todo a £R + y m/n £Q tal que n £Z + y definimos 

a n = = (?J)* 

El inciso ( d) de la proposicion • anterior muestra que la definicion no 
depende de la manera en que se expresa ra/rc^ siempre que el denominador. 
sea positivo. 

Teorema 2: Para a, fi €R + , m/n£Q, r/s£ Q, n £Z + , j£Z + : 

a) **/*£»/» = (<xJ3) m/n . 

b) * m/n <x. r/ * = «*»/« +r/« # 

c) (a m '' n ) r/s = a w/M * r/s . 

Demostracion : 

a) a m/n /3 m/n — =V«"‘ J 6 m = VT«i8) m = (ecP) m/n . 

b ) <x m ' n <x. r '‘ = a"**/** a nr / ns = "Va^’Va" 

— n yJ a ms±nr — a (ws+nr)/»s __ ^m/n+r/s 

c) (a m/n ) r/ ‘ = (\/‘V^ 5 *)’' = = 

= ( n \/"a) mr = <* Wr/n * = a m/n ‘ r/ ®. 
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8. VALOR ABSOLUTO 


Definimos el valor absoluto de un real <x> denotado por |«|: 


Asi que 



a si cl ^ 0 
— a si a < 0. 


| A.^Oz * • • | — A.clxQq. • * • 
| —A.atOz • • • | = A.a^ • * * 


Observacion: |— a\ = \a\. 

El valor absoluto tiene las propiedades siguientes: 

I. |«| 0, y |«| = 0 solo si a. = 0 

ii. j«^i = i«i i^i 

III. \a + P\^ |«| + |/?|. 

La propiedad I es consecuencia inmediata de la definicidn. La propie- 
dad II se puede demostrar facilmente usando la regia de los signos. De- 
mostraremos la propiedad III: 

Sia= ! 0o^ = 0 1a afirmacion es obvia. 

Si<x>0y/?>0 tenemos a 

|« + 0 | = a + 0 = |a| + | 0 |, 


y queda comprobada la afirmacion. 

Si«<0yj8<0,a + j3<0y 

|a + 0| = -|a + 0| = (-«) + (-0) = H + |0|. 

Queda por considerar el caso en que a y /? tengan signos contrarios. 
Supongamos ac>0y/?<0 J « = ia: / y/? = — fP 9 siendo a > 0 y /?' > 0. 
Debemos demostrar que 


es decir, que 


i« + (-/ni^ki + i-n 


Si a = la desigualdad es clara. 

Si </ > ft* tenemos a — /?' > 0, a' > a — de donde 

|a ~ P'\ = «' — /?'< cl < a + = \cc'\ + |/?'|. 
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Si cl < {S' tenemos 

K -01 = |-(“'“J 8 ')t = \P~ “'I -1/ 3 '! + Kl 

por el caso anterior. 

Una consecuencia interesante es 

nr s* | M - 101 1. 

Demostracion: 

W = |(« “ 0 ) + P\—\a- fi\ + | 0 |, 

de donde 

W -101 ^ l« - 01 - 

Analogamente, |£| — |a| — \fi - a\ = \a — fi\, esto es, 

-(W - 101 ) — k - 01 - 

Por lo tanto 

|« - /3| —max (|«| - \p\, - (1«1 - \fi\)) = ||“1 - |0ll- 


9. APROXIMACI6N 


Frecuentemente los numeros reales se manej an por medio de aproxima- 
ciones. Este es el caso, por ejemplo, cuando escribimos V2 = 1.414. El nu- 
mero real V2 se puede calcular con tantas cifras decimales como se quiera, 
obteniendose 

V2 = 1.414..., 

de manera que _ 

1.414^ V2^ 1.414 + 10“ 3 
0^ V2- 1.414^ 10~ 3 . 

Otro ejemplo: como 

7T - 3.1415926535 ... 


sabemos que 


0 < 3.1416 - 7T < IQ- 5 . 


Estas relaciones de aproximacion se pueden expresar en la forma 


[ V 2 —1.4141 ^ 1CH 
17r — 3.1416 | < 10 -5 . 
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Podemos ahora preguntar cual es la aproximacion con que el producto 
1.414 X 3.1416 = 4.4422224 nos da el real Y&r. Para saberlo procedere- 
mos asi: 


| V2» - 4.4422224 | = | y/2-w - 1.414 X 3.1416 | = 

= | \/2ir - V2 X 3.1416 + V2 X 3.1416 - 1.414 X 3.1416 | 

^ | V2 | | in- — 3.1416 | + | V2 “ 1.41411 3.1416 ) 

^ V2 X 10- 5 + 10-s X 3.1416 ^ 1.415 X 1(H + 0.0031416 
= 0.00315575 ^ 0.004. 

Entonces V 2ir = 4.4422224 con aproximacidn de 4 milesimas o bien 

-0.004 < yfiir - 4.4422224 < 0.004 
-0.01 < -0.0017776 < V2tt - 4.44 < 0.0062224 < 0.01 

de donde V2?r — 4.44 con aproximacidn 10~ 2 . 

EJERCICIOS 

1. Supongase que los reales a y ft estan aproximados respectivamente 
por a y b de manera que 

\a - a\ < e 
*• 

Demuestrese que 

- ab\ — |e a + «(|«| + |/3|). 

2. Supdngase que J3 y y estan dados con aproximacion 10~ s y que 
son, en valor absoluto, menores que 10. ,:Con que aproximacion podemos 
obtener 

a 2 + or/? 4- ay 4* fi 2 4- f$y + y 2 ? 

3. Calculese V V 5 — 1 con aproximacion ICh 3 . 
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El campo de ■■■ 
los numeros complejos 


Con objeto de despojar a los numeros complejos de su aspecto “irreal” o 
“complejo” con el que se fueron abriendo paso en las matematicas a traves 
de la historia, hemos querido destacar, desde el principio y a lo largo de 
toda la exposicion, el aspecto geometrico de los numeros complejos. 

Aqui, los numeros complejos seran los puntos del piano real R 2 con dos 
operaciones convenientemente definidas. 

Este capitulo es independiente de todos los anteriores, excepto el primer 
parrafo del capitulo tercero (pags. 73 a 80), cuyo conocimiento es indis¬ 
pensable para iniciar el estudio de este. 


1. M6DULO Y ARGUMENTO DE VECTORES DE R 2 

Modulo de un vector. El modulo de un vector P = (a, b) del piano 
se define como la distancia de P al origen y se denota por |P|. O sea, 

\P\ = d(P,0) = Va 2 + b\ 

El m6dulo de un vector P es un numero real no negativo. Ademas es evi- 
dente que el unico vector cuyo modulo es cero, es el origen. En simbolos, 


|P| ^0 y jP| = 0 si y solo si P = O. 
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Asi como para definir el modulo de un vector hemos utilizado el con- 
cepto de distancia se puede, inversamente, determinar la distancia entre dos 
puntos P y Q como el modulo de su diferencia : 

|P-2| = d(P,Q). 

En efecto, si P = (a, b) y Q — (c 9 d), P — Q = (a — c 9 b — d) y 

|P - Q| = V(«-c)*+ (4-4* = d{P, Q). 

Otras propiedades que conviene mencionar son las siguientes: 

KI-MM 

|P + Q\ ^ |P| + jCt|, (desigualdad del tri&ngulo). 

En la primera formula, |r| denota, como es usual, el valor absolute del 
numero real r. La demostracidn es directa. 

Para demostrar la segunda, consideremos el triangulo de vertices O, P, 

P + Q: 



Ya que en un triangulo, la longitud de un lado es menor o igual que la 
suma de las longitudes de los otros dos, se tiene que d(0, P + Q) — 
d(O f P) + d(P, P + Q), de donde 


ip + qi ^ \p\ + |p + a - **! - ipi + m 
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EJERCICIOS 

1. Galculense los m6dulos de los siguientes vectores: 

(3,4) ( — 3, —4) (cos t, sen t) 

(V2,V5> G'-t) 

2. El modulo de un punto sobre el eje de las abscisas es igual al valor 
absoluto de su abscisa: 

IK o)| = H. 

3. Si r es un numero real mayor que cero, el conjunto de vectores P 
tales que |Pj = r es la circunferencia de centro en el origen y radio r. i Cual 
es el conjunto de todos los puntos P del piano tales que \P\ — r? 

4. Si r es un numero real mayor que cero y P 0 un punto fijo del piano, 
cuales son los conjuntos de puntos del piano determinados por 

a) P - P 0 - r. c) IP - P 0 | < r. 

b) P-Po ~ r. d) [P — P 0 | > r. 

5. Si Cx y C 2 son circulos de centro Pi = (3, 1) y Ps - (“1,0) res- 

pectivamente y de radio 3, describase su union y su interseccion usando el 

concepto de modulo. Dibujese una figura. 

Argumenio. El argumento de un vector distinto de O del piano real 
R 2 sera un numero real entre 0 y 2tt 3 mas precisamente, mayor o igual que 
cero y menor que 2 tt. Al origen no se le asigna argumento. Consideremos 
primero un vector P de modulo uno, es decir, un punto de la circunferencia 
unitaria con centro en el origen. El argumento de este vector P es, por defi- 
nicion, la longitud del arco entre el punto E x = (1, 0) y P. [Un punto P 
en la circunferencia determina, en realidad, dos arcos entre E x y P. En la 
definicion anterior consideramos el menor de los arcos si la ordenada de 



Figura 9.2 
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P es ^ 0 y mayor de ellos si la ordenada de P es 0 (fig. 9.2); el punto 
( 1 , 0 ) tiene argumento 0 .] 

Para un vector arbitrario P^/kO podemos definir el argumento como 
sigue. Sabemos que P se puede escribir de manera unica en la forma P = 
rPo con r = \P\ z/z 0 y P# en la circunferencia de radio 1 y centro en O 
(fig. 9.3). Entonces simplemente definimos el argumento de P como el argu¬ 
mento de P Qm 



A1 argumento de un vector P se le denotara con arg P. 

Asi pues, todos los puntos de una semirrecta con vertice en O tienen un 
mismo argumento e, inversamente, el conjunto de puntos del piano cuyo 
argumento es igual a cierto numero fijo s (0 s < 2tt) es una semirrecta 
de extremo O. 


E jemplos: 


1. a) El argumento de los vectores distintos de cero en el semieje posi- 
tivo de las abscisas es 0 y el de los vectores no nulos en el semieje negativo 
de las abscisas es tt. 

b) Los vectores distintos de cero del semieje positivo de las ordenadas 


. A* , . , . . .37r 

tienen argumento - y los del semieje negativo —. 


2. Los argumentos de los vectores de los cuatro cuadrantes son como se 
indican en la figura 9.4 (O no tiene argumento): 


EJERCICIOS 

6. Pruebese que si el argumento de un vector P es y y 0 ^ j ^ ir, en¬ 
tonces el argumento de —Pess + w. 
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V 

S= 2 


i 

7r 

S = 7T 

o <*<\ 

s = 0 


0 

3tt 

3tt 

7T < S < - 

— < 5 < 2tt 

2 

2 

s = 

3 TT 


2 


Figure 9.4 


7. Pruebese que si el argumento de un vector Pesfyir — j< 2tt, 
entonces el argumento de — P es s — it. 

8. Pruebese que si el argumento de un vector P = (a, b) es s, entonces 
el argumento de P = (a, —b) es 2 tt — s. 

9. Pruebese que si el argumento de un vector P = (a, b) es j y fc — 0, 
entonces el argumento de P f = (— a, b) es it — s. 

10. Pruebese que si el argumento de un vector P = (a, b) es s y b ^0, 
entonces el argumento de P r = (— a, b) es 3 tt — s. 

Argumento en grados. Es frecuente expresar tambien el argumento 
de un vector distinto de O del piano real en grados. 

Tomando en cuenta que el argumento s de un vector P =£ O es la lon- 
gitud del arco ExP 0 (vease la figura 9.5), el argumento, en grados, de P 
sera la medida a del angulo LE x OP . 

Ya que 0 ^ s < 27t, se tendra que 0 ^ a < 360°. 

Recordemos la relacion que hay entre la medida en grados de un an¬ 
gulo formado por dos semirrectas con vertice en el origen y la longitud del 
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Figure 9.5 


arco que estas determinan sobre la circunferencia unitaria con centro en 
el origen. 

La longitud de la circunferencia de radio 1 es 2 tt. Por lo tanto la longitud 

2tt 

de un arco, sobre esta, correspondiente a un angulo de un grado es 

Luego, si el argumento de un punto P medido en grados es a y la longitud 
del arco correspondiente es s, la relacion entre ays sera 


o bien 


Ejemplos: 

5tt . _ 

3. Si el argumento de un vector P es —■, la semirrecta OP forma un 

4 

angulo de 225° con la semirrecta OE x , es decir, el argumento de P es de 
225 grados. 

4. Si se nos indica que el argumento de un vector P es 60°, el arco 

2ir 7r 

determinado por el angulo UE X OP tendra una longitud de — = es 


decir, el argumento de P sera 
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Utilizando las funciones trigonometricas es facil expresar el argumento 
de un vector P =£0 del piano. Consideremos primero, como antes, el caso de 
que \P\ = 1 (fig. 9.6). Si s es el argumento de P, de las definiciones de las 
funciones trigonometricas sen y cos, se sigue que 

P = (cos s, sen s ). 



Asi pues, si P = (a, b) es un punto tal que a 2 + b 2 = 1, su argumento es 
el numero real s tal que 0 s < 2ir y 

cos 5 = a, sen s = b. 

En el caso general, si P = (a>b) ^O y entonces 

p = |?| p 0 

con jPJ = \/a- + b 2 , .— j — .. V |P 0 | = 1. El argumento 

\ya 2 + b 2 y/a 2 +b 2 ) 1 1 

de P es igual al argumento de P 0 y, por lo anterior, el argumento de P es el 
numero real s tal que 0 ^ s < 2tt y 

a b 

cos s = — —. , sen s = — : 

yja 2 + b 2 \/a 2 +& 2 

Hemos visto pues, que si P = (a, b) podemos escribir 
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P = r(cos5, sen s) 


en donde r— \P\ = y/a 2 + b 2 y 5 = arg P, es decir, 0^5<2 tt y cos 5 =— , 

y/a 2 + b 2 
b 

sen 5=— ; A esta forma de expresar un punto se le suele llamar la 

yja 2 + b 2 

forma polar o trigonometric a del vector P. 

Con esto hemos demostrado que si conocemos el modulo r y el argu- 
mento s de un vector, entonces el vector es 

r(cos5, sen*). 

Esta expresion de un punto diferente de (0,0) es unica. Es decir, si 
sabemos que 

r(cos5, sen*) = r'(cos/, sen/), 

y que 0 < r, 0 <C /, 0 — s <[ 2ir, 0 — / < 27r (o bien 0 ^ s < 360 y 
0 / < 360 si s y / estan expresados en grados), entonces podemos ase- 

gurar que 

r = / y s — /. 


EJERCICIOS 

11. Calculense las coordenadas de los vectores del piano cuyo modulo 
sea r y cuyo argumento sea s , para los siguientes valores de r y s: 

r = 1, 5 = 0° r = 2, 5 = 30° r = s = 45° 

r = 2, 5 = 60° r = 3, s = 90° r = 4, 5 = 120° 

r = 3\/2, 5 = 225° r = 2, 5 - 270° r - 2, 5 - 300°. 

12. <:En que cuadrantes estan los vectores de argumento s para 5=1, 
s = 2, s = 3, 5 = 4, 5 = 5, s = 6? 

13. Usando las tablas trigonometricas calculense las coordenadas de los 
vectores de modulo 1 y argumento s para 

5=1 5=2 5=3. 


14. Pruebese que el argumento de (3, 1) esta entre 0 y -. 

6 

7 7T 47r 

15. Pruebese que el argumento de (—3, —4) esta entre — y —. 

6 3 

16. tJsense las tablas trigonometricas para calcular los argumentos de 
los siguientes vectores: 


(1,2), (2,-3), (-3,4), (-4,-5). 
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Sugerencia: Expresese (a, b) como V 


'a 2 + b 2 ( -- 

\ V«*~ 


+ b 2 Vo 2 + 




obtengase un angulo s tal que 

a 


cos s = 


r, sen s = 


y/ a 2 + b 2 yj a 2 + b 2 

17. Expresense los vectores del ejercicio anterior en forma polar. 


2. LOS NOMEROS COMPLEJOS 

Consideremos ahora a los numeros reales R como un subcon junto de 
R 2 identificando cada numero real a con el pun to (a, 0). De esta manera R 
se identificara con el eje de las abscisas. Mas precisamente, establecemos 
una funcion 

R-> R 2 

asociando a cada numero real a el punto (a, 0). Esta es 3 evidentemente 
inyectiva. 

Ahora bien, en parrafos anteriores hemos definido una suma entre pun- 
tos y, por otra parte, tambien hay una suma entre numeros reales. ^Corres- 
pondera bajo esta identificacion a la suma de dos numeros reales a y b la 
suma de los puntos identificados (a, 0) y (6,0)? 

La respuesta es afirmativa: 

a |-» (a, 0 ) 

a + b |—> (a + b, 0) = (a, 0) + ( b, 0). 

Cuando esto sucede, se dice que la operacion de suma en R 2 se extiende 
a la suma de numeros reales. 

Naturalmente se presenta la siguiente pregunta: <iEs posible extender 
el producto de numeros reales a un producto en R 2 ? En este parrafo defi- 
niremos un producto en R 2 que extendera el producto de numeros reales. 

Al piano real R 2 con las operaciones de suma y producto (que defini- 
remos) se le Uamara el campo de los numeros complejos y a los puntos del 
piano que ahora, con estas operaciones, podran ya sumarse y multiplicarse 
los llamaremos numeros complejos. 

Las observaciones anteriores indican que el campo de los numeros com¬ 
plejos contiene al campo de los numeros reales, siendo estos ultimos, los 
puntos del eje de las abscisas (al cual se llamara, por esto, el eje real). 
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La razon por la cual se emplea la palabra campo al hablar de los nu- 
meros complejos se dara al final de este capitulo (vease tambien el capi- 
tulo 8 en donde se habla del campo de los numeros reales y del campo 
de los numeros racionales). 

La figura 9.7 ilustra las observaciones anteriores: 



Producto de numeros complejos de modulo uno. Definiremos 
primero el producto de dos numeros complejos de mddulo uno, es decir, 
puntos del piano que esten en la circunferencia unitaria con centro en el 
origen: 

Sean z x y z 2 dos numeros complejos* de modulo 1 y argumento s x y s 2 
respectivamente: 

z x = (cos^j, sens x ). 
z 2 = (cos sen s 2 ). 


El producto de z x por z 2 se define como el complejo 
z x z 2 = (cos(^i + ^ 2 ), sen(^i 4- ^ 2 )). 

* En general, hemos empleado letras mayusculas O, P> Q , etc., para denotar a 
los puntos del piano. Cuando se piense en ellos, como numeros complejos, usaremos 
con m&s frecuencia, para seguir la costumbre, las letras z, v, w, etc. 
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Figure 9.9 


(- 1 , 0 ) ( 0 ,- 1 ) = ( 0 , 1 ). 


Podemos aplicar la definicion ya que ambos factores tienen modulo 1. Te- 


nemos que 


arg (-1, 0) = 7T, 


arg (0,-1) = 


Como tt + — = ^ > 2tt, el argumento del producto es, por definicion, 

3tt tt . 

tt -|-— 2- = Por consiguiente, el producto es el complejo de modulo 1 y 

2 2 

argumento —, es decir, es (0,1) (fig. 9.10). 


3. 


(_ jv/2 V2V_ _V2 _ _V2\ 

V 2 ’ 2 A 2 5 2 ) 


( 1 , 0 ). 


El modulo de ambos factores es 1 y podemos aplicar la definicion de pro¬ 
ducto. Tenemos que 
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Figure 9.10 


/ v 2 V2\ 3f / V2 V2\ 5 tt 

ars (" -2- —j - T’ arg (- = T 

37T 57T 37T 57T 

Como — + — = 27 T, el argumento del producto es — 4- — — 2 tt = 0 y 
4 4 44 7 

el producto es ( 1 , 0 ). 

4. (1) 0) (a, b) = (a, £>). 


Para poder aplicar la definition debemos suponer que a 2 4 - b 2 = 1 
[aunque esta formula valdra, como veremos mas adelante, para un complejo 
(a y b) arbitrario]. Ya que el argumento de (1,0) es 0, el argumento de 
( 1 , 0 ) (a, b) es igual al argumento de (a, b) y siendo el modulo del producto 
tambien 1 , se tiene el resultado. 


EJERCICIOS 

1. Calculi 
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2. Demuestrese que (cos 35°, sen 35°) (cos 55°, sen 55°) = (0 3 1). 

3. Calculese (0, —1)(0, —1). 

4. Si z = (0, 1) calculese z 2 . 

5. Calculese (cos 180°, sen 180°) (sen 270°, cos 270°). 

6. Calculese (cos 1, sen 1) (cos 2, sen 2). 

7. Calculese (cos 4, sen 4) (cos 3, sen 3). 

Producto. Caso general. Sean ahora w y w' dos numeros complejos 
arbitrarios. Podemos escribir 

w — rz con r = \w\ y \z\ = 1 

w' = r'z f con r' = \w'\ y \z'\ = 1 

Hemos ya definido el producto zz' } pues ambos son complejos de modulo 
uno. Definimos ahora el producto de w por w' como 

ww' = (r/) zz'. 

Explicitamente, si 

zjo = r(cos sen s) 
w' — r'(cos sen s') 

se define 

ww' = rr'(cos (j + s'), sen (s + s')). 


En otras palabras, el modulo del producto de dos numeros complejos es 
igual al producto de sus modulos y el argumento del producto es igual a la 
suma de los argument os. (Por supuesto, esto ultimo salvo por un multiplo 
de 2tt.) 


Ejemplo 


5. Calculemos (4, 4) (-1, -1). 


El modulo de (4, 4) es 4\/2 y el de ( — 1, —1) es \/"2. Por lo tanto, el 
modulo del producto es 4 \/2 V~2 = 8. 

7T 57T 

El argumento de (4, 4) es - y el de ( — 1, —1) es —. Por lo tanto 3 el 


7T 5?r 3l 

argumento del producto es - + — — — 

Luego, el producto es 8(0, — 1) = (0, — 8). 
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EJERCICIOS 

8. Calculese el producto de los siguientes numeros complejos: 

a) (4, 4 V3) (2y/S, 2) 

b) 2(cos 25°, sen 25°) 3(cos 30°, sen 30°) 

c) 2(cos 365°, sen 365°) V2 (cos 360°, sen 360°). 


3. PROPIEDADES DE LAS OPERACIONES 

El numero complejo i, A1 numero complejo (0, 1) lo denotaremos 
con la letra i: 

t= (0,1). 

i es un punto del eje de las ordenadas y todo punto de este eje es de la forma 
bi. En efecto, 

(0,6) -fr(0,l) - w. 

Como se recuerda, todo numero complejo, es decir, todo punto z de R 2 
se puede escribir como 

(«,*) = (*,0) + (0,6) 

con ( a , 0) en el eje de las abscisas y (0, b) en el eje de las ordenadas. 

Ya que hemos identificado al eje de las abscisas con los numeros reales, 
a los puntos de la forma (a, 0) los denotaremos simplemente con a : 

( a } 0) == a. 

Asi pues, todo numero complejo z == {a,b) es la suma 

z — a + bi 

de los numeros complejos a ~ (a, 0) y bi = (0, b). 

Es claro que si 

(a, b) = a + bi — a! + b'i ~ (a', b') 

entonces 

a = a' y b — b' 

De aqui en adelante usaremos con mas frecuencia la expresion a + bi 
para el numero complejo (a, b ). 
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Si z = a 4- bi, (con a, b£ R) se dice que a es la parte real y que bi es 
la parte imaginaria de z; b se llama el coeficiente de la parte imaginaria 
de z. Los complejos de la forma bi se Hainan numeros imaginarios y, como 
lo hemos indicado anteriormente, los numeros complejos a 4- Oi = (a, 0) 
= a seran los numeros reales. Insistimos en que, de esta manera, los 
numeros reales son numeros complejos , a saber, aquellos cuya parte ima- 
ginaria es cero. Asi pues, R C C. A1 eje de las abscisas se le llama el eje 
real y al de las ordenadas, el eje imaginario . 

El numero imaginario i tiene la siguiente propiedad: 


i 2 = -1. 


En efecto |t| = 1 y su argumento es Por lo tanto i 2 tiene modulo 1 y 
argumento 7 r, es decir i* = ( — 1 , 0 ) = — 1 . 

Suma y producto de numeros complejos expresados en la for¬ 
ma a + bi . Es conveniente obtener formulas que expresen la parte real y la 
parte imaginaria de la suma y el producto de dos numeros complejos en 
terminos de las partes reales e imaginarias de sus sumandos o factores. 

Para la suma estas se obtienen inmediatamente, pues la misma defini- 
cion de suma: 

(a, b) + (c> d) = (a + c, b + d) 

implica que 


(a + bi) + (c + di) = (a + c) + (b + d)i. 


Examinaremos ahora las formulas para el producto. En los parrafos 
anteriores hemos definido el producto de dos numeros complejos, utilizando 
sus modulos y argumentos, mediante las formulas siguientes: 

Si 

(a, b) ~ a + bi = r(cos s, sen s) 

( c, d) = c + di = ^(cos s', sen /) 

entonces 

(a + bi) ( c + di) = rr'(cos(s + /), sen(^ + s ')). 

Probaremos ahora que: 


(a + bi) (s 4* di) = (ac — bd) 4* ( ad 4- bc)i . 
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De las igualdades anteriores sabemos que 

a = r cos s c = / cos / 

b — r sen s d = r' sen s'. 

Ademas, conocemos las formulas: 

cos(j + /) = cos s cos s' — sen s sen /. 
sen (s + s') = sen * cos / + cos j sen /. 

Por lo tanto, 

(a+fct) (^ + eft) = r/(cos 5 cos /—sen 5 sen /, sen j cos s '+cos s sen /) 

= ((rcos s) (/ cos/) — (rsen j) (/sen/), (r sen 5) (/cos s') 

+ (rcos5) (/cos/)) 

— (ac — bd } ad+bc) = (ac — bd) + (ad+bc)i, 
que es lo que se queria probar.* 

Como caso especial de esta fdrmula obtenemos de nuevo la relacion 
i 2 = — 1. En efecto, 

i 2 = (0 + It) (0-f-It) = (0—1) + (0 + 0)t = — 1. 

EJERCICIOS 

1. Efectuense las siguientes operaciones: 

a) (3 2£) + (6—4t ‘); 

b) (-3) + (—2+0; 

c) 2t — ( —3 + 2t); 

d) (2 + 3t)(l + 2t). 

e) (-2-r) (3+i); 

f) (-0(1+0; 

g) (—0 (0 • 

2. Si it = 2 — 30 i? = 14* 2t, w — 1 — i compruebe que 

a) ( uv)w = u(vw) ; 

£0 mi ; = vu; 
c) u(v + w) — + 

3. Si z = (fl-6)“(fl + &)iy«; = (a + 6) 4 (a — £)i con a 9 b £R, calcu- 
lense zw y 

* El lector observador notara que al identificar c con (c, 0) el producto c(a,b) 
puede interpretarse de dos maneras distintas. Una, como el producto de un escalar 
por un punto, y otra, como el producto de los numeros complejos (c, 0) y ( a,b ). 
Sin embargo no hay ambigiiedad, ya que ambos productos coinciden: 

c(a, b) = ( ca , cb) 

{c i 0)(a 3 b) = {ca— 06, cb — 0a) = {ca } cb). 
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Algunas propiedades de las operaciones. El producto de numeros 
complejos es asociativo, conmutativo y distribuye a la suma, es decir, si 
u, v, w son numeros complejos, entonces 

{uv)w — u(vw) (asociatividad) 

uv = vu (conmutatividad) 

u(v + w) = uv -f uw (distributividad). 

Las demostraciones de estas propiedades son directas, es decir, utilizan- 
do las formulas para la suma y el producto se calculan las dos expresiones 
que se quiere probar que son iguales y se comprueba que en efecto lo son. 

Como ejemplo, demostraremos a continuacion que el producto distri¬ 
buye a la suma: 

u(v + w) = (a + bi) ((c + di) + (e + fi )) = (a+ bi) ((c + e) + (d + f)i) = 

= (a(c + e) — b{d +/)) + (a(d + f) + b{c + e))i — 

— (ac + ae — bd— bf) + (ad + af + bc + be)i. 

uv + uw = (<2 + bi) (c + di) + {a + bi) (e + fi) = 

— ((ac — bd) + (ad + bc)i) + {{ae — bf) + (af+be)i) = 

= {ac — bd + ae — bf) + {ad+bc+af+be)i } 

de donde, u(v + w) — uv + uw. 

Utilizando las propiedades anteriores es posible multiplicar numeros com¬ 
plejos recordando unicamente que i 2 — —1. En efecto: 


{a + bi) (c + di ) = 

= (a + bi) c+ (a + bi) di 


(propiedad distributiva) 


= ac + bci+adi+bdi 2 
“ {ac — bd) 4- [ad + be) i 


(propiedad asociativa, conmutativa, 
distributiva) 

(propiedad conmutativa, distributiva, 

; 2 =-i). 


EJERCICIOS 

4. Utilizando las propiedades 
plejos calculense: 

a) ( —3 —i) (2 + i) —i 2 ; 

b) (2 — 2i) — (1 —i) 2 ; 

c) ( 2 +*) 2 ; 

d) (l-i) 3 ; 

e) i 3 ; 


de las operaciones entre numeros com- 


f) (-0 2 ; 

g) 

h) i 3 ; 


A/2, V2 
V 2 2 



5. Pruebense las propiedades asociativa y conmutativa del producto. 
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Conjugacidn. El conjugado de un numero complejo z — a + bi (a, 
b £R) se define como el numero complejo a — bi y se denota con z } es decir, 
z = a — bi. 

Por ejemplo, si z — 2 — 3i, z = 2 + 3i; si z — z, z = — i; si z = 5, z — 5. 
En general si z es un numero real, z = z. Reciprocamente, si z = z, entonces 
a + bi — a — bi (a,b £R), de donde 26s* = 0 y por lo tanto 6 = 0, es decir, 
el complejo z es real. 

Si z = a + 6 z (< 2^6 £R), 

z 4- z — a + bi + a — bi = 2a 
z — z = a + bi — (a — bi) = 2 bi; 

es decir, 

la parte real de z — \ (z + z) 
la parte imaginaria de z = % (z—z). 

La transformacion del piano real R 2 en si mismo que asocia a cada 
numero complejo su cojijugado: 

R 2 R 2 , z -> z 

es la reflexion del piano alrededor del eje real (fig. 9 . 11 ) : 



Esta transformacion conserva, desde luego, la distancia al origen, o sea, 
-| 2 |. , 

Ademas, evidentemente, z — z. 
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Aqux se ve tambien claramente el resultado ya antes demostrado, de que 
un numero complejo es real (es decir, esta en el eje real) si y solo si z = i. 
Demostraremos ahora algunas propiedades de la conjugation. 

a) Si u y v son numeros complejos, entonces 

u 4- v — u + v 
uv = uv, 

es decir, el conjugado de la suma de dos numeros complejos es igual a la 
suma de sus conjugados y el conjugado del producto de dos numeros com¬ 
plejos es igual al producto de sus conjugados. 

Las demostraciones son directas. Verificaremos, como ejemplo, la segun- 
da propiedad: 

Si u — a + bi, v — c + di (a,b, c, d £R) 
uv = (ac — bd) 4* (ad+bc)i 
uv = (ac—bd) — (ad+bc)i 
uv = (a — bi)(c — di) = (ac — bd)—(ad+bc)i. 

b) Otra propiedad que se usara mds adelante es la siguiente: 



es decir, el producto de un numero complejo por su conjugado es igual al 
cuadrado de su modulo. 

En efecto, si z — a + bi (a, b £R), 

zz — ( a+bi) (a — bi) = a 2 + b 2 . 


EJERCICIOS 

6. Calculese 2 — 3 i y i, 3, i 2 . 

7. Si u = 1 — 2i, v == — 2 4- 3i 3 w = — 1 + 4/ calculese 

uv — uv + w, (u + v)w— (u—v), (u+v)(u — v). 

8. Si u = i, v — 2, <icual es el conjugado de z = u — vi? 

9. Si z = 3 — 4 i, encuentrese un complejo z' tal que zz' = 25 (observese 
que en este caso \z\ 2 = 25). 

10 . <iPara que parejas w, z; de numeros complejos es cierto que 

a) Tv-uv = 0; 

b) u + (u + v) — u — v = u? 
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Inverso multiplicative*. Probaremos ahora que todo numero complejo 
distinto de cero tiene inverso multiplicative, es decir, si z-=fc 0, existe un 
numero complejo, denotado con zr 1 y llamado el inverso multiplicativo de z, 
tal que zz~ x — 1. 

Sea z = a + bi =^=0 (a,b£ R). Planteemos la ecuacion 


Obtenemos 
de donde 


(a+bi) ( x+yi ) = 1 . 

{ax — by) + {ay+bx)i = 1 , 

{ax —by = 1 

= 0. 


Ya que el determinante del sistema es a 2 + fc 2 0, existe una solution (y 
solo una), que es 

a -b 

X = - y = -. 

a 2 + 6 2 a 2 + fc 2 


Es decir, si 2 = a + bi^O {a,b £R), 

a —b \ 

z~ x —-+-- i. 

a 2 + b 2 a 2 + b 2 


Utilizando los conceptos de modulo y de conjugado de un numero com¬ 
plejo distinto de cero puede calcularse su inverso en la forma siguiente: 

El producto de un numero complejo por su conjugado es igual al cua- 
drado de su m6dulo. Si z 0 y \z\ = r 


de donde. 


es decir, 


zz = r 2 ^z 0 , 



que es lo mismo que se obtuvo anteriormente. 

Cociente. El cociente de dos numeros complejos u 3 v con v=£0 deno¬ 
te 

tado con - se define como 
v 

u 

- = utr 1 . 
v 
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En particular, se tiene 



v 


De lo anterior se sigue que 


u 1 
- — —— uv. 


Para calcular el cociente de dos numeros complejos puede tambien pro- 
cederse como sigue: 

a + bi (a + bi)(c — di) ac + bd bc — ad m 

c + di (c + di)(c — di) c 2 + d 2 c 2 + d 2 

(desde luego, c 4- di^ 0). 

EJERCICIOS 

11 . Galculense los cocientes indicados: 


a) 


1 


1 -i* 


b) t ; 

i 


*) 


f) 


1 


7r . 7r 

cos - + i sen - 

4 4 


i 4 - 1 


i-1 3 


c) 

d) 


1 + £ 
3-4 i 5 

1 +i 


g) - 


i 2 + / 4 +i 6 


i 3 + i 5 + i 7 5 

-2 + i 


3 + 4? 


4. RAiZ CUADRADA 

A1 estudiar el campo R de los numeros reales se vio que cada numero 
real positivo a tiene exactamente dos raices cuadradas, una positiva, deno- 
tada por V a, y una negativa, — V a. Se vio tambien que los numeros rea¬ 
les negativos no tienen, en R, ninguna raiz cuadrada; en otras palabras, 
que si a es un numero real negativo no existe ningun numero real x tal que 
x 2 = a. 
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Ahora demostraremos que en los numeros complejos la ecuacion x 2 = z, 
(en donde z es un numero complejo arbitrario 7 ^ 0 ), tiene exactamente dos 
soluciones; o sea que todo numero complejo distinto de cero tiene exacta¬ 
mente dos raices cuadradas. En particular, los numeros reales negativos 
tendran tambien dos raices cuadradas que seran numeros complejos. 

Por ejemplo si z = — 1 , sabemos ya que i es una raiz cuadrada de z i 
pues i 2 = — 1 . Pero — i tambien es una raiz cuadrada de z , pues (—i ) 2 = — 1 . 
Se vera despues que i 9 — i son las unicas raices cuadradas de — 1. Mas aun, 
es cierto (como se probara mas adelante) que si z es un numero complejo 
distinto de cero, la ecuacion 

x M = z 

tiene exactamente n soluciones, es decir, todo numero complejo, distinto de 
cero, tiene n raices n-esimas, distintas entre si. 

Trataremos, como ejemplo, de encontrar las raices cuadradas de 5—12^ 
es decir, de encontrar numeros complejos x+yi (#,y£R) tales que 


tenemos que 
de donde 


(x + yi) 2 = 5— 12i, 


(x 2 —y 2 ) + 2 xyi = 5 — 12/, 


(x 2 -y 2 - 5 
l 2xy = — 12 . 

Elevando al cuadrado ambas ecuaciones, obtenemos 


{ x 4 -2x 2 y 2 + y 4 = 25 
l 4 x 2 y 2 =144 

y sumando las ecuaciones obtenidas resulta 

x 4 + 2 x 2 y 2 + y 4 = 169, 

de donde 

x 2 + y 2 — 13 

(descartamos la posibilidad x 2 + y 2 = —13, pues x> y£R). Sumando esta 
ecuacion con x 2 — y 2 = 5 obtenemos 


y, restandolas, 


2^ 2 = 18 


2y 2 = 8, 


de donde, x 2 = 9, y 2 = 4 y por lo tanto x=±3, y = d=2. Como 2xy— —12 < 0 , 
x , y no pueden ser ambos positivos ni ambos negativos. Entonces, las posibles 
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soluciones seran a: = 3, y = —2 y x = — 3, y = 2. Obtenemos de esta ma¬ 
rl era, los dos numeros complejos 

Mi = 3 — 2i, u 2 = — 3 + 2 i. 

Una comprobacion directa demuestra que u 2 = 5 — \2i y = 5 — 12i tam- 

bien. Es decir, 5 — 12£ tiene exactamente dos raices cuadradas. 

Este metodo puede aplicarse para encontrar las raices cuadradas de 
cualquier numero complejo. Supongamos que 

(x + yi) 2 = a 4- bi, ( x,y,a., b €R). 

Como antes, tenemos que 

x 2 — y 2 = a 
2 xy = b , 

x 4 — 2x 2 y 2 +y* = a 2 
4, x 2 y 2 = fc 2 

* 4 +2xY+y* = a 2 + b 2 
x 2 +y 2 = -\/a 2 + b 2 = r £ R 


2x 2 = r + ^ o # = ± 


2y 2 5=5 r — <2 — 0 y = rfc 

Un analisis analogo al del ejemplo demuestra que esto conduce a dos 
soluciones. Es decir, si a + bi ^ 0, a + bi tiene exactamente dos raices 
cuadradas. 

Es interesante un caso particular: ^Como son las raices de los numeros 
reales negativas? 

Sea z = — a, un numero real negativo (es decir, a > 0). Las ecuaciones 
antes planteadas adquieren la forma 

\ * 2 -y 2 = “a 

I 2xy — 0. 

La segunda ecuacion implica que x = 0 o bien y = 0. Pero si y fuera igual 
a cero, la primera ecuacion quedaria x 2 = — a, la cual no tiene ninguna 
solution real *. Por lo tanto la unica posibilidad de encontrar soluciones es 
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cuando x = 0. Entonces nos queda — y 2 = — a, es decir, y 2 = a, o sea, 
y = V a £ R* o bien y = — V a £ R, pues a es un real positivo. Entonces las 
raices x + yi de —a seran: 


Va i, — V a *. 

A veces se usa ia notacion V para indicar la primera de esas raices; es 

decir, se escr ibe \/ —a — \/ai (a £R, a > 0). Asi pues se acostumbra es- 
cribir y/ — l = i. 

Interpretation geometric a. Recordando la definicion geometrica del 
producto de numeros complejos podemos describir facilmente las raices cua- 
dradas de un numero complejo. 

Sea z un numero complejo de modulo r > 0 y argumento s, y w un 
numero complejo cuyo cuadrado es igual a z, es decir, 

w 2 = z. 


Sea r' — |zc/| y / = arg w. Entonces 

r = \w\ 2 = r ' 2 

' 2/ (si 2/ < 2 tt) 


s = arg(o; 2 ) = 


2 /-2 tt (si 2/ ^ 2 tt) . 


Entonces 


i* = Vr (pues r y r' son reales positivos); 


s' = o bien 

2 


/ = - + 7T. 


Por consiguiente existen dos numeros complejos 
Wx = Vr(cosjpsen0 
»2 = yfr (cos (| + 0, sen (^ + 


cuyo cuadrado es 


z = r (cos j, sen j) . 
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Figures 9.12 

EJERCICIOS 

1. Calculense las raices cuadradas de los siguientes numeros complejos 

2 i, -2 i, 13 — 12*, 24— 10z, 

4 ( cos I +1 sen i) 8 ( cos Y + i sen y)* 

2. Demuestrese que 

, , V 3 . V 3 

1, = “i + — b w 2 = - — i 

son raices cubicas de 1, es decir, que l 3 = z*; 3 = = 1. 

3. Compruebese que 1, z, — 1, — i son raices cuartas de 1. 

Ecuaciones de segundo grado. Desde los primeros cursos de algebra 
se ensena a resolver las ecuaciones de segundo grado con coeficientes reales, 
es decir, las de la forma 

ax 2 + bx + c = 0 [a, b,c £ R, a^O) 

y se demuestra que 

— b db Y fr 2 — Aac — b dz -\J~d 


x — 


2a 


2a 


(d = b 2 - 4 ^). 
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Pero cuando el discriminante de la ecuacion es menor que cero, es decir, 
cuando d < 0, nos encontrabamos con que la ecuacion no tenia solucion 
en R, pues los reales negativos no tienen raiz cuadrada real. 

Sin embargo ahora, trabajando ya con numeros complejos, cuando el 
discriminante es negativo, digamos d — — d f < 0, vemos que las soluciones 
de la ecuacion son los numeros complejos 

— b± yfW i b V d' 

X 2a " Ya~~2^ U 

EJERCICIOS 

4. Encuentrense las soluciones de las ecuaciones 

x 2 + x + l = 0 x 2 +1-0 

at 2 + 5 = 0 a; 2 — 2a: + 2 = 0 

5. RAICES ft~£SIMAS DE NUMEROS COMPLEJOS 

En el parrafo anterior analizamos las raices cuadradas de los numeros 
complejos. Vimos que cada numero complejo distinto de cero tiene dos 
raices cuadradas. Veremos ahora que cada numero complejo distinto de 
cero tiene n raices n-esimas. 

Recordemos primero que para multiplicar dos numeros complejos ex- 
presados en forma polar, se multiplican los modulos y se suman los argu¬ 
ments restando 2i r a esta suma, cuando resulte 2ir (para obtener como 
argument un numero 0 y < 2tt) . 

Si hay mas de dos factores, de todas maneras se multiplican los modu¬ 
los y se suman los arguments, pero puede ser necesario restar 2tt varias 
veces a esta suma (para, como antes, obtener un argument ^0 y < 27 r). 
Esto es: 

a) El modulo de un product es el producto de los modulos. 

b) El argument de un producto es la suma de los arguments salvo 
por un multiplo entero de 27 r. 

Sea 

z = r(cosj + isens) 

un complejo distinto de cero. Con las observaciones anteriores en mente 
obtendremos todos los complejos w que tienen la propiedad 

w n = z, 

es decir, que son raices n-esimas de z (siendo n un entero positivo). 
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Para que el complejo 


w = p (cos cr + i sen a) 

satisfaga la condicion w n = z 3 es necesario y suficiente que 

a) p n = r 

b) tut = s salvo por un multiplo de 2tt. 

Los siguientes numeros complejos son raices n-esimas de z: 

w 0 — r ^cos - + i sen 

77 ( cos (; + v) + i “"(j + T)) 

77 (c“(; + l' 2 ) + i ‘“(; + ^ :: )) 

w z = y~r (cos (^ + ^- • 3^ + * sen (“ + ~ ‘ 3^ 

‘ 77 ( c “(s + t <” _ ‘0 + isen (; + v <“ -1) )} 

En efecto 3 sea h;* (A; = 0, 1, .. • , n — 1) cualquiera de ellos: 

wic = yf r ^cos + ~ 1 sen 

Se satisface la condicion (a) : 


y la condicion (fc) : 


(VV)" - r 



= s + 27 tA: = j + (un multiplo de 2tt) . 


Observemos que dos cualesquiera de las wjc son diferentes, puesto que 
sus argumentos son diferentes. 

Comprobaremos ahora que los n complejos w 0 , w u •••,«;»-! son todas 
las raices n-esimas de z. Si w es una raiz rc-esima de z 3 sea 


w 83 p(cos o- + i sen o'). 
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Por (a), p n — z, esto es 3 p = yfz. Por ( b ), 

ncr = j + 2ttA: (para alguna k £Z), 

tenemos que 


0 — <T < 27T, 0 — J < 27T, 


de donde, 


0 ^ n<r < 27rn, — 2 tt < — s^na — s < 2irn — j. 


por lo que 

— 2 tt < 27r& <C 27rn — J 

— 1 < A; < n — — <n 

27T 

0 — k — n — 1, 

lo que implica que w = w k que teniamos en nuestra lista. 
En resumen, hemos demostrado que 
Todo numero complejo z=£ 0 

z = r (cos * + t sen j) 


tiene exactamente n raices n-esimas, que son 


nr- 

w k = y r 




+ i sen 




para k = 0, 1, .n — 1. 



)) 


EJERCICIOS 

1. Calculense las raices cubicas de 1 y de — 1, las raices cuartas de 1 
y — 1 y las raices sextas de 1 y — 1. Expresense las soluciones en la forma 
a + bi y representeselas graficamente. 

2. Despues de observar las graficas en el ejercicio anterior demuestre- 
se que las raices n-esimas de 1 son los vertices de un poligono regular ins- 
crito en una circunferencia de radio 1 y centro en 0 > con uno de los vertices 
igual a 1. 


6. EL CAMPO DE LOS NOMEROS COMPLEJOS 

En este ultimo parrafo queremos simplemente destacar las propiedades 
basicas de los n&meros complejos. 
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Los numeros complejos son los elementos de un conjunto: 


el conjunto de los puntos del piano real R 2 


en el cual se han definido dos operaciones, suma y producto: 


(a, b) 4- (c, d) = (a + c, b + d) 


( a , b) (r, d) = (ac — bd, ad + be). 


Estas operaciones tienen las siguientes propiedades basicas: Si u } v, w son 
numeros complejos, entonces 

a) (u + v) + w = u + (v + w). 

b) Existe un numero complejo, el 0, tal que u + 0 = u. 

c) Dado w, existe un numero complejo, — w, tal que 

u + ( —u) =0. 

d) u + v = v + u. 

e) ( uv) w = u(vw). 

f) Existe un numero complejo, el 1, tal que ul = u. 

g) Dado u=^ 0, existe un numero complejo tr 1 , tal que me 1 — 1. 

h) uv = vu. 

i) u(v + w) = uv + uw. 

Como se comento al discutir los numeros reales, cuando se tiene un 
conjunto con dos operaciones que satisfacen las propiedades anteriores se 
dice que esta estructura es un campo. Por esta razon al hablar de los nu¬ 
meros complejos nos referimos a ellos como el campo de los numeros com¬ 
plejos. La notacion usual para este campo es C. 

Ademas, el campo C de los numeros complejos contiene al campo R 
de los numeros reales y las operaciones de C se extienden a las operaciones de 
R. Se dice, en esta situacion, que R es un sub campo de C. Cuando se dis- 
cutio el campo de los numeros reales se observo que el campo Q de los 
numeros racionales, es un subcampo de R. Asi pues se tienen tres campos 

Q C R C C. 

Ya que R y C son campos, sus operaciones tienen en comun las pro¬ 
piedades caracteristicas de los campos. Sin embargo, hemos visto propiedades 
en C que no son validas en R. Por ejemplo en R no todo numero real 
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tiene una raiz cuadrada real (solamente los no negativos) y mas aun, hay 
polinomios, con coeficientes reales que no tienen raices reales (por ejem- 
plo, las ecuaciones de segundo grado con discriminante negativo; en parti¬ 
cular, el polinomio * 2 + 1). En cambio, hemos demostrado que todo nume- 
ro complejo tiene raices cuadradas. Ademas, aun cuando este resultado 
no se demuestre aqui, vale el Hamado teorema fundamental del algebra, 
el cual asegura que todo polinomio con coeficientes en C tiene raices com - 
plejas. 

Finalmente queremos observar que algunas de las propiedades que 
juegan un importante papel en R, desaparecen al extender este campo a 
C. Nos referimos aqui al orden. Puede demostrarse que en C no es posible 
definir una relacion de orden que tenga las propiedades usuales con res- 
pecto a las operaciones de C. 
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Polinomiosy 
teori'a de ecuaciones 


1. POLINOMIOS 

Llamamos polinomios a las expresiones 

£o + a x x + • • • + anX n , 

donde a X) • . ., a n son numeros complejos. A estos numeros se les llama 
coeficientes del polinomio. A1 simbolo x se le llama indeterminada. Oq. 
a t x, -*-,a n x n son los terminos del polinomio. Los coeficientes ai pueden 
ser todos reales, en cuyo caso decimos que se trata de un polinomio con 
coeficientes reales, o pueden ser todos racionales (o enteros), y diremos 
entonces que el polinomio tiene coeficientes racionales (o enteros). Pueden 
tambien considerarse polinomios cuyos coeficientes pertenecen a alguna 
estructura algebraica distinta de los complejos. Sin embargo en este capi- 
tulo, polinomio sera sinonimo de polinomio con coeficientes complejos. 

Haremos varias observaciones: 

a) Cuando d{ = 0 se conviene en que se puede omitir el termino a 
al escribir el polinomio, siempre que no se omitan todos los terminos. Asi, 
los polinomios 

2 + 3x + Ox 2 4- 5x s , 

0 + 2x + 0* 2 , 

0 + Ox, 
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pueden escribirse, respectivamente, como 

2 + 3x + 5x 3 , 

2x, 

0. 

b) Se conviene en escribir x { en lugar de lx V, y — ax 1 en lugar de 
(— a)x % o de + ( — a)x % . Asl, el polinomio 

( —1)# 4- Ox 2 + lx 3 + ( — 2)x 4 

se escribe 

-x + x 3 - 2x 4 . 

c) El termino clq tambien puede escribirse como a^x Q . Nos referimos al 
termino aix l como al termino de grado L Al termino de grado cero le llama- 
mos termino independiente. Al polinomio 0 le llamamos polinomio nulo. 

d) No es necesario escribir los terminos de un polinomio siempre en el 
mismo orden. Tampoco es necesario denotar siempre con ai el coeficiente 
del termino de grado i. Por ejemplo, el polinomio a 4- bx + cx 2 puede es¬ 
cribirse tambien bx + cx 2 + a, a 4- cx 2 + bx, etcetera, pero la forma mas 
usual, aparte de la que estamos utilizando, es cx 2 + bx + c } es decir, en 
orden decreciente de los grados. 

e) Otra manera de denotar los polinomios consiste en escribir la suce- 
sion de sus coeficientes en orden creciente, sin omitir ninguno, conviniendo 
en que todos los terminos que no aparecen tienen coeficiente cero. Con 
esta convencion los polinomios — x 2 + 2* 5 , 0, x 2 + ax + b 3 5, se represen- 
tan asi: 

( 0 , 0 , - 1 , 0 , 0 , 2 , 0 , 0 , •••), 

( 0 , 0 , 0 , •••), 

( 6 , a, 1 , 0 , 0 , •••), 

(5,0,0,--- ). 

La siguiente nocion es muy importante: 

Definicion: El grado de un polinomio no nulo es el mayor de los grados 

de los terminos que tienen coeficiente diferente de cero. 

Segun esto los grados de los polinomios 

2 - 3x 2 , 
x + Ox 4 , 

— 1 + i x + (l + z)# 2 4* 0# 3 , 
x 3 + bx 2 + cx + d, 
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son, respectivamente, 2, 1, 2, 3 y 0. 
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Puede definirse el grado del polinomio 0 como — oo. Mas adelante se 
aclarara que sentido tiene esto. 


EJERCICIOS 

1. ^Cuales son los terminos independientes y de grado 2 de los poli- 
nomios 1 + x 4- x 2 , 1, — x 4- 2x 3 y Ox 3 ? 

2. ^Podemos decir cual es el grado de un polinomio de la forma 

ax 3 + bx 2 + cx + d? 

2 . LOS POLINOMIOS COMO FUNCIONES 

A1 polinomio a 0 + a 2 x 4- • • • + a n x n le corresponde la funcion que a 
cada complejo a le asocia el complejo 

Oo 4- dxOL + • • • + a*/OL n 

que se obtiene al poner a en lugar de la indeterminada x y darle a los signos 
+ el sentido usual de suma. Si a esa funcion la denotamos por / tenemos 

f(a) = flo 4- a r a 4- • • • 4- a^a 71 . 

Se acostumbra denotar el polinomio al que le corresponde la funcion / 
con /(x). 

Ejemplos 

1. Sea f(x) = 1 4- x 4- x 2 . Entonces 

/(0) f 1 4- 0 + 0 2 = 1, 

/(-l) - 1 + (“I) + (~1) 2 = 1, 

/< V2) = 1 + V^+ (V2) 2 = 3+ VY. 

2. Sea f(x) = —3. Entonces f(a) = —3 para todo a£C. 

Observacion : En el parrafo anterior hemos convenido en que se puede 
escribir el termino indcpendiente a 0 de un polinomio en la forma a 0 x°. Si 
escribimos 

/(x) = a 0 x° 4- dxX 4- • • • 4- dnX n 

es necesario, al calcular /(«), convenir en que a 0 — 1 para todo a£C 
(incluso para « = 0). Por ejemplo, si /(x) = x° = 1, tenemos que 
/( 0 ) = 0 ° - 1 . 
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EJERCICIOS 

1. Sea f(x) = x 3 — 1; sea w — y 2 4- ( V%)i- Galculese f(w), f(w 2 ) 

y f(w*)- 

2 . Sea /(x) = 1 4- x 4- x 2 . Obtengase el polinomio g(x) que tiene 
la propiedad g(a) = /(<t — 1) para todo a£ C. 

3. Sean f(x) ■* 1 + 2x 4- 3x 2 , g(x) = 2 — x. Encuentrese el polino- 
mio h(x) para el cual h(a) = f(g(a) ) para todo C. 

4. ^Existe algun polinomio no nulo f(x) = a 4- bx tal que /(0) = 

/(l) = 0? 

5. ^Existe algun polinomio no nulo f(x) = a 4- bx 4- tfx 2 tal que 

/(0) =/(l) = /(-i) « 0? 

6 . Sean /t(x) = a x x 2 4* b x x 4- c l9 / 2 (x) = Ojjx 2 + fc 2 x + £ 2 , y sup6n- 
gase que fi(a) = / 2 (or) para todo «€C. Demuestrese que /i(x) = / 2 (x), 
es decir, que a t — ofe, bi = b 2 y c* = c 2 . 


3. SUMA Y PRODUCTO DE POLINOMIOS 

Pensaremos en el polinomio 

Oo + 4* • • • 4* CLnX n 

como si tuviera una infinidad de terminos, conviniendo en que a partir 
del grado n + 1 todos los coeficientes son cero. Por ejemplo: 

2 — 5x 2 = 2 — 5x 2 4- Ox 3 4- Ox 4 4- Ox 5 + • • • 

Oo 4- &ix 4- ... 4- OnX n = Oo + fli* 4- ..., donde a* = 0 para i > n. 
Con esta convencion resulta muy f&cil definir la suma y el producto: 

Definicion de la suma: 

(oo 4- &iX 4- a^x 2 4- . •.) 4- (be + b x x + b 2 x 2 4- ...) = 

— (oq + b c ) 4- (a-i 4- b x )x 4- (a? 4- b 2 ) x 2 + .... 

Definicidn del producto : 

(ae + a x x 4- a^x 2 4- ...) (b 0 4- b x x 4- b^x 2 4- ...) = 

= Oeb 0 4- (flo&i 4* a x b c )x 4- (aob 2 4- a x b x 4- a 2 b 0 )x 2 + . .. 

El coeficiente de x n en la suma es a n 4- b n , y en el producto es 

2 a ibj. 

i+f=n 

Es importante observar que la suma y el producto pueden obtenerse ma- 
nejando la indeterminada x como si fuera un numero y aplicando las reglas 
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usuales de las operaciones con numeros complejos, que son la conmutativi- 
dad y asociatividad de sumas y productos, y la distributividad. Por ejemplo, 
para calcular el producto tendremos que multiplicar cada termino del pri¬ 
mer factor por cada uno de los del segundo, obteniendo productos 

a%bjX i+i . 

Podemos entonces observar que para un exponente fijo n aparece un tenni¬ 
no de grado n cada vez que i + j *= n, y asx vemos que el coeficiente de x n 3 
es la suma de todos los productos a { bj para los cuales i + ; = n, tal como 
aparece en la formula que define al producto. Una discusion parecida puede 
hacerse con respecto a la suma. 

Las observaciones que acabamos de hacer pueden expresarse como sigue: 

Proposicion: Seang(#) — f L (x) + U(x) y h(x) « U(x)fz(x ). Para todo 
« £C se cumple 

sM “ /iW +h{*)> 

=/i(a)/e(«). 

Proposicion 1. El grado de la suma de dos polinomios no nulos es menor 
o igual que el maximo de los grados de los sumandos. 

Proposicion 2. El grado del producto de dos polinomios no nulos es la 
suma de los grados de los factores. 

La hipdtesis de que los polinomios sean no nulos puede eliminarse en 
las dos proposiciones anteriores. Esto se hara en los ejercicios 8 y 9. 

DemostraciSn de la proposicion 1. Sean f(x) = a ii + a 1 x+ •»g(x) = 
b 0 + b 1 x+ • • •, de grados m y rc, respectivamente, y supongamos, para fijar 
ideas, que m ^ n. Debemos demostrar que el grado de f(x) +g(#) es ^ m. 
Esto equivale a mostrar que el coeficiente de x* en la suma es igual a cero 
siempre que i > m. Ese coeficiente es a* + b{ y es cero si i > m ya que 
a % — 0 por ser i > m y bi = 0 por ser i > m ^ n. 

DemostraciSn de la proposicion 2. Consideremos los mismos polinomios. 
El coeficiente de x™** en el producto es 

a^b m+n "b &lb m +n-l b ••• b &m+nb 0 . 

En esta suma aparece Ombn, que es diferente de cero, puesto que ^^Oy 
b n 0. Todos los demas sumandos a\bj son cero puesto que i + ; — m + n 
eizjLm, lo que implica i > m o que j > n. En el primer caso se tiene a * = 0 
y en el segundo b f = 0. Por tanto el coeficiente de ^ m+n es ajb^^ 0. Para 
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terminar la demostracion debemos ver que el coeficiente de x 8 en el produc- 
to es 0 si j > m + n. Pero ese coeficiente es la suma de los aibj tales que 
i 4- / = s > m + n, lo que implica que i > m o j > n, y en ambos casos 
= 0 . 

EJERCICIOS 

1. Calculese: 

a) (a:+ 1) (a: — 1) 

b) ( a 0 x 2 + a 1 x+a s ,) (b^x 3 + b x x 2 + b 2 x + b z ) 

c) \(ax 3 + bx 2 + cx + d) 2 + (ex + f) 3 ](gx 2 + hx+j ). 

2. Demuestrese que el polinomio x 2 — 2 no puede expresarse como pro- 
ducto de dos polinomios con coeficientes racionales de grado 1. 

3. Expresese x 2 — 2 como producto de dos polinomios de grado 1. 

4. Sea f(x) = x 3 + 3x 2 + 3* + 1. Encuentrense todos los a £ C tales 
que /(«) = 0. 

5. Utilizando las formulas que definen la suma y el producto y los 
resultados de este parrafo demuestrense que las afirmaciones siguientes para 
polinomios f(x), g(x) y h(x) cualesquiera: 

a) f{x) + g{x) = g{x) + f(x) 

h ) (f( x ) +lW) + h{x) =/(*) + (g{x) + h{x)) 

c) 0 + f{x) = f(x). 

d) Existe un polinomio que sumado con f(x) da el polinomio 0 
[este polinomio se denota —/(#)]: 

*) f(x)g(x) =g(x)f(x) 

f) f(x)(g(x)h(x)) = (f{x)g(x))h(x) 

S) 1 f(x) = f(x) 

h) Si f(x) =£0 y g(x) =£0, entonces f{x)g(x) =£0 

i) Si f(x) y f(x)g(x) = f(x)h(x), entonces g(x) = h(x) 

j) f{x){g{x) + h(x)) = f(x)g(x) + f{x)h(x). 

6. Supongase que f{x), g{x), h(x) tienen coeficientes enteros, que 
f(x) = g{x)h(x) y que g(0) = —3. ^Es posible que /(0) = 1234567? 
^Por que? 

7. Encuentrese el polinomio f(x) de grado 2 para el que se cumple 

/(0) = l,/(2) = l,/(-3) = 0. 

8. Admitamos que — oo + n = — oo para todos los enteros n y que 
“oo + (— oo ) = —oo. Def inimos el grado del polinomio nulo como — oo. 
Demuestrese que la proposicion 2 del parrafo 3 es valida para polinomios 
cualesquiera. 

9. Admitamos que “ oo > n para todo entero n. Demuestrese que la 
proposicion 1 del parrafo 3 es valida para polinomios cualesquiera. 

10. Sea f(x) de grado 9 y supongase que 

/(*) = A (*)/*(*)/«(*) A (*), 
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donde fi(x) es de grado > 0 para i = 1, 2, 3,4. Demuestrese que dos de 
los fi(x ) tienen el mismo grado. 

11. Decimos que una funcion <p: N-* N es polinomial si existe un poli- 
nomio f(x) tal que <p(n) =/(n) para todo n £N. Demuestrese que la 
funcion 

<p( n ) = 2 (2n— 1) 

;=i 

es polinomial. 

12. Demuestrese que 

<e( n ) = 2; 2 

i=i 

es una funcion polinomial. 


4. DIVISION CON RESIDUO 

Proposigion: Sea /(a:) cualquier polinomio y sea g(x ) un polinomio no 
nulo. Existen dos unices polinomios, q(x) y r(x), que satisfacen las 
condiciones siguientes: 

a) /(*) = g(x)q(x) + r{x); 

b) grado de r(x) < grado de g(x). 

Los polinomios q(x) y r(x) son el cociente y el residuo o resto de la 
division de f(x) entre g(x) } respectivamente. Los polinomios f(x) y g(*) 
son el dividendo y el divisor, respectivamente. 

Es muy facil comprobar que solo puede haber una pareja de polinomios 
que satisfacen a) y b) . En efecto, supongase que 

/(*) = g(x)q{x) + r(x) 

= g(x)qi(x) + ^(x), 

con los grados de r(x) y de r x (x) menores que el grado n de f(x). Entonces 
g(x) (q(x) -qi(x)) = r 1 (x)-r(x), 

de donde, segun las proposiciones 1 y 2 del parrafo 3 y los ejercicios 8 y 9 
del parrafo 3, 

n + grado de (q(x) — q x (x)) = grado de (r x (x) —r(x)) < n, 

lo que solo es posible si q(x) — q x (x) = 0, en cuyo caso = r(x) y 

qi(x) = q{x). 
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La existencia de q(x) y r(#) quedara demostrada al describir la manera 
de obtenerlos. El procedimiento consiste en ir obteniendo una sucesion de 
parejas de polinomios qi(x) y ri(*) tales que 

/(*) = g (*)?*(*) + n{x) 

de manera que los grados de los ri(x) decrezcan con lo que necesariamente 
llegaremos a que 

grado de r 8 {x) < n, 

y en ese momento habremos encontrado q(x) y r(x) que seran precisamente 
q 8 (x) y r 8 (x). La manera de ir obteniendo esas parejas de polinomios es 
como sigue: 

a) Si el grado de f(x) es menor que el de g(x) se toman qi{x) = 0 
y ri(#) = f(x), con lo que termina el proceso. 

b) Si el grado m de f(x) es mayor que el grado n de g(x) 9 sean 

f(x) = (hx m 4- atx™- 1 + ... + a** 
g(x) = b<>x» 4- ft ,**- 1 + ... 4 -b n , 

y describiremos primero como se obtienen q t (x) y r^x) y, en seguida, como 
se obtienen q%+i{x) y r i+1 (*) a partir de y n(x): 

i) Se toman q ± (x) = aob 0 -*x?*+ y fi(*) ^ f(x)-g(x)q 1 {x). 

ii) Suponiendo ya obtenidos <7i(*) y ri(*) sea 

ri(x) = a it< >x m i 4- 4- .. • 4- o ^0, 

y supongamos que m* ^ n, porque en caso contrario ya ha terminado el 
proceso. Tomemos #i +1 (#) = q%(x) 4- a if<) b 0 '' 1 x m r n y 

r i+ i(x) = u(x) “g(A:)a i , 0 fc <) “ 1 ^ w i’ n 

= (a i>0 x w < 4- ...) -(b 0 x n 4- ...) 

que es un polinomio de grado menor que el grado m» de Ti(x). Ademds, 
es claro que f(x) = g{x)qi+i(x) 4- r i+ 1 (x) , ya que 

r i+ i(x) = f(x) ~g(x)qi(x) -g(x)a ifi b < r l x m i-* 

=* f(x)~g{x)q M (x). 

Asi queda descrito el procedimiento para dividir con residuo. Este al- 
goritmo se suele practicar siguiendo un esquema muy conocido que recor- 
daremos con un ejemplo: 
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x 4 + 5 x 3 — 2 x 2 + a: — 1 

1 3 

-x 4 + — x 3 —-A 2 

2 2 


11 7 

— # 3 — — * 2 + # — 1 
2 2 

11 11 33 

- x 3 + — x 2 — - X 

2 4 4 

3 29 

— — * 2 — — x — l 

4 4 

3 3 9 

+ — -x 2 — — * + - 

4 8 8 


61 1 

— —x + - 
8 8 


1 2x 2 - x + 3 

1 11 3 

+ — * - - 


En el ejemplo anterior se dividio x 4 + 5x 3 — 2* 2 + x — 1 entre 

1 11 3 61 1 

2# 2 — * + 3 obteniendo el cociente -x 2 + — * — - y el resto- x 4- 

2 4 8 7 8 8 

El primer sumando - x 2 del cociente se forma de manera que al multiplicarlo 

por el divisor y restarselo al dividendo se obtenga el primer resto parcial, 

11 7 

— x 3 — -x 2 + x — 1, de grado menor que el del dividendo, es decir, de 

manera que se elimine el termino de grado maximo. El segundo termino 

del cociente, — x, se calcula de manera que al multiplicarlo por el divisor 

y restarle el resultado al primer resto parcial se elimine el termino de grado 

3 29 

maximo de este ultimo y dar un segundo resto parcial, — ~x 2 — — x — 1, 

que es de grado menor que el del primero, etc., hasta obtener un resto de 
grado menor que el del divisor. 


Proposicion : Con la misma notacion de la proposicion anterior se puede 
afirmar lo siguiente: 

Si f(x) y g(x) tienen coeficientes reales (racionales), q(x) y r(x) 
tambien tienen coeficientes reales (racionales). 

Demostracion. Basta observar que todos los coeficientes que aparecen 
al calcular q(x) y *r{x) se obtienen por sumas, restas, multiplicaciones y 
divisiones a partir de los coeficientes de f(x) y g(*) que son reales (racio¬ 
nales) por hipotesis. 
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EJERCICIOS 

1. Dividase x 2 4- 2x + 1 entre x + 1. Dividase x + 1 entre x 2 . Divi- 
dase a : 3 + 2x 2 + 3x + 4 entre a; 2 + 2a: + 3. 

2. Se dice que /(at) es divisible entre ^(a:), o que g(*) divide a f{x), 
o que /(at) es multiple de g(x) si existe algun polinomio h(x) tal que 
f(x) =g(x)h(x). En ese caso escribimos g(x)\f(x). Demuestrese que g(;c) | 
f(x) si y solo si el resto de la division de f(x) entre g(x) es 0. 

3. Diremos que un polinomio f(x) tiene inverso multiplicativo si existe 
algun g(x) tal que f(x)g(x) = 1. Demuestrese que las siguientes afirma- 
ciones son equivalentes: 

a) f(x) tiene inverso multiplicativo; 

b) f(x) | 1; 

c ) f(x) es de grado cero. 

4. Demuestrese que x — a | x — b (—) a = b. 

5. Decimos que f(x) y g(x) son asociados si f(x) | g(x) y ^(a:) | f(x). 
Demuestrese que f(x) y g{x) son asociados si y solo si f(x) — cg{x) para 
algun complejo c 0. 


5. RAICES DE POLINOMIOS. TEOREMA DEL RESIDUO. 
TODO POLINOMIO DE GRADO POSITIVO 
TIENE RAICES 

Se dice que a es raiz de f(x) si f(a) = 0. A las raices de f(x) tambien 
se les llama ceros de f(x). Las raices de f(x) son las soluciones de la ecua - 
cion / (at) = 0, entendiendo por ecuacion una igualdad que solo es verda- 
dera si en lugar de x se ponen ciertos numeros a los cuales llamamos solu¬ 
ciones de la ecuacion. 

La proposicion siguiente es un caso particular de la primera proposicion 
del parrafo 4. 

Proposicion: Sea f(x) un polinomio y sea a£ C. Existen un polinomio 

q(x) (cociente) y r£C (resto), tales que 

/(*) = {x - a) q (x) + r. 

Ademas, q(x) y r son unicos. 

[Segun dicha proposicion, el residuo r(x) es de grado < 1. Es, por tanto, 
un elemento de C, o constante.] 

Teorema del residuo. El residuo de la division de f(x) entre x — a 
es igual a f(a ). 
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La demostracion no puede ser mas simple: tenemos que 
f(x) = (x - a) q (x) + r 3 

de donde 

f{a) = {a - a) q (a) + r = r. 

Corolario 1: a es raiz de f(x) (=) x — a | f(x ). 

Gorolario 2: x — a \ f(x) — /(a). 

Corolario 3: x — a J /(x) ^(a:) =) x — a ] /(*) o a; — a | ^(x). 

El corolario 1 es inmediato (equivale a decir que x — a\f(x) si y solo si 
r = 0). El corolario 2 se obtiene de la igualdad f(x) = (x — a) q (x) + r 
pasando r al primer miembro. El corolario 3 se obtiene asi: x — a \f(x) 
g(x) =) a es raiz de f{x)g(x) =)f(a)g(a) = 0 =)/(«) = 0o g(a) = 0 
=) a es raiz de f(x) o de g(x) =) x — a | f(x) o x — a | ^(a:) . 

El siguiente resultado, que afirma que f(x) = 0 tiene solucion siempre 
que f(x) sea de grado positivo, es conocido a veces como el “Teorema fun¬ 
damental del algebra”. 

Teorema: Todo polinomio de grado > 0 tiene (al menos) una raiz (en 

C). 

La demostracion no se incluye aqui. 


EJERCICIOS 

1. ^Guales son las raices del polinomio x 4 — 1? 

2. Expresese x 3 — 1 como producto de polinomios de grado 1. 

3. Resuelvase la ecuacion a: 8 — 1 = 0. 

4. ^Cuales son los polinomios que no tienen ninguna raiz? 

5. Dese un polinomio que tenga una infinidad de raices. 

6. Supongase que f(x) |g(*). Demuestrese que toda raiz de f(x) es 
raiz de ^(a;) . 

7. Sea f(x) un polinomio con coeficientes reales. Demuestrese que 
x — a | f(x) (=) x — a | f(x ). 

8. Supongase que todos los coeficientes de 

f(x) = a 0 + a±x + • • • + a n x n 


son enteros. Supongase que 


a 

~b 


es una raiz de f(x ) 5 donde a y b son enteros 


y (a, b) — 1. Demuestrese que a | y b | b 0 . 

9. Compruebesc que el polinomio 2x 7 — 3x 5 4- 2a; 4 — a: 3 + 7x — 2 no 
tiene ninguna raiz racional. 

10. Supongase que f(x) ^ 0, que f(a) = f(b) = f(c) ^ 0 y qu ea^b 3 
a^Cy b ^zc. Demuestrese que f(x) es de grado ^ 3. 
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11. Demuestrese que toda raiz racional del polinomio x n + a 1 x n ~ 1 + • • • 
+ a n es entera, si los a% son enteros. 

12. Encuentrese una raiz real de X s + x — 3 con aproximacion de la 
segunda cifra decimal. 

13. Demuestrese si x — a\f(x) y x—a ^ g(x) 9 entonces 

* - + «(*)• 


6. ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO 


Como ejemplo de utilization del teorema del residuo describiremos en 
este parrafo la manera de encontrar las raices de los polinomios de grado 2. 
Sea f(x) = ax 2 + bx + c cualquier polinomio de segundo grado. 
Podemos factorizarlo como sigue: 


Sea 



a 


y/b 2 — 
2 a 


Es decir, a es uno cualquiera de los dos complejos que tiene la pro- 
piedad 

b 2 — \ac 


Entonces 


4a 2 


/(*)-«[(*+ 0 -« 2 ] 

= a ( x+ Ya + a )(* + Ya -*) 

= a [ x ~(ri -•)][* - {~i 



Esta es la factorization de f(x) que buscabamos. 
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Vemos que: 


*-(-£-*) I «*>■ 
h + °) \ IM ’ 


lo que implica, por el corolario 1 del teorema del residuo, que 


-- — <x es raiz de f(x), 

2 a 


-+ a es raiz de f(x). 

2 a 


Sustituyendo a por su expresion con radicales llegamos al siguiente resul- 
tado familiar: 

Las raices del polinomio ax 2 + bx + c de grado 2 son: 


— b— -\/b 2 — Aac —b + yb 2 — Aac 

~ y — 


2a 


2 a 


Una ultima observacion. Acabamos de admitir tacitamente que las unicas 
raices de nuestro polinomio son las que se acaban de obtener. Esto se justi- 
fica asi: 

Sea J3 cualquier raiz de ax 2 + bx + c. Entonces 

x ~ p \ a [* - {~h + a )][ x -(ri a - «)]■ 

Por el corolario 3 del teorema del residuo x — j3 debe dividir a uno de los 
polinomios que estan entre corchetes (puesto que x—fis\'a). Por lo tanto 
se tiene que cumplir una de las igualdades: 


B = — — — a, 
H 2 a 


/? --+ a, 

H 2 a 


como se queria demostrar. 
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EJERCICIOS 

1. Dese una ecuacion de grado 2 que no tenga dos soluciones diferentes. 

2. Dese un polinomio de grado 2 con coeficientes reales que no tenga 
ninguna raiz real. 

3. El discriminante del polinomio f(x) = ax 2 + bx 4* c es A = b 2 — \ac. 
Demuestrese lo siguiente, suponiendo que a y b y c son reales, y a =/= 0: 

a) Si A > 0, f(x) tiene dos raices reales diferentes. 

b) Si A « 0, f (x) tiene una sola raiz, que es real. 

c) Si A < 0, f (x) tiene dos raices no reales, conjugadas una de la 

otra. 


7. DIVISION SINTETICA. EXPRESI6N DE UN POLINOMIO 
EN LA FORMA Za^x-aY 

Reflexionemos sobre la division de un polinomio entre un binomio x~a. 
Dividamos, por ejemplo, 2x 4 — 5x 3 4* 2x 2 — x + 9 entre x — 3: 


2X 4 — 5x 3 + 2x 2 — x+ 9 

|*-3 

— 2^ 4 + 6^ 3 

x 3 + 2x 2 - x+ 9 
- x 3 + 3x 2 

5x 2 — x 4- 9 
— 5x 2 + 15x 

14* + 9 
—14*+42 

2x 3 + x 2 + 5x +14 

51 

Si no escribimos los simbolos x l 

y solo escribimos los coeficientes, y si 

omitimos tambien lo superfluo, la division queda como sigue: 

2-5 2-1 9 

13 

6 

2+1+5+14 


1 

3 



5 

15 


14 

42 


51 



7. DIVISION SINTGTICA. EXPRESlON DE UN POLINOMIO 


291 


Observemos: 

Primero, que los coeficientes del cociente son el primer numero del pri¬ 
mer renglon y los numeros que aparecen inmediatamente aba jo de las rayas 
horizontales, con excepcion del ultimo de ellos, que es el resto. Segundo, 
que el numero que aparece en el renglon siguiente al de cada uno de los 
coeficientes del cociente es igual a ese coeficiente multiplicado por a, que en 
nuestro caso es 3. Finalmente, que cada uno de los numeros que aparecen 
inmediatamente abajo de las lineas horizontales es la suma de los otros dos 
numeros que aparecen en su misma columna (en renglones anteriores). 

Para ahorrar espacio podemos escribir la misma division en la forma: 

2-5 2-1 9 j_3_ 

6 3 15 42 

2 I 5 14 j“5l 

Los numeros que aparecen en el ultimo renglon (antes de la raya vertical) , 
son los coeficientes del cociente; el que aparece al final es el resto. Segun 
las observaciones anteriores la regia para formar el segundo y tercer renglo¬ 
nes a partir del primero es la siguiente: se pone el primer coeficiente (2) 
abajo de la raya, se multiplica por a (por 3) y se pone el resultado (6) 
arriba de la raya, debajo del segundo coeficiente (— 5), y se suma con este 
escribiendo el resultado (1) abajo de la raya; se multiplica este resultado 
por a y se escribe el producto (3) arriba de la raya, debajo del tercer coefi¬ 
ciente, etc. 

Otro ejemplo: 

-1 2-2 0 3 5 |—2 

2 -8 20 -40 74 

=1 4 =16 20~ -37 | 79 

Asi que 

-x 5 + 2x*-2x 3 +3x+5 = (x+2) (—* 4 +4* 3 —10* 2 —20x—37) +79. 

A este procedimiento abreviado se le llama division sintetica. 

Consideremos un polinomio f(x) de grado n y un complejo a y hagamos 
la siguiente serie de divisiones: 

/(*) = (*-«)/i(*) + *• 

U(x) = (x-a)U(x) + b t 
fn-i(x) = (x-a)f„(x) +b„- 1 . 
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Como fi (x) es de grado n — i es claro que /„ (*) d C. Sea 

fn(x) = fe»€ C. 

Tenemos entonces, usando sucesivamente estas igualdades, 

/(*) = b 0 + /i(x) (*—a) 

= b 0 + M* _a ) + f 2 (x) ( x-a ) 2 
= b 0 + b 1 (x — a) + b 2 (x — a) 2 + f 3 (x) (x — a) s 

= b 0 + b^x — a) + ... + b„(x—a) n . 

Asi hemos expresado el polinomio f(x) en la forma 

f{x) = 

i=o 

en donde b 0 es el resto de la division de f(x) entre x—a; b x el resto de la 
division del cociente de esa primera division entre x — a; b 2 el resto de la di¬ 
vision del nuevo cociente entre x—a, etc. 

Estos bi se pueden ir obteniendo rapidamente usando la division sin- 
tetica. 

Supongamos, por ejemplo, que queremos expresar 2x 4 + 3x 3 — x 2 + a: — 2 
en la forma 2 a i (x — 2) i : 


2 

3 

-i 

i 

-2 


4 

14 

26 

54 

2 

7 

13 

27 

52 


4 

22 

70 


2 

11 

35 

97 



4 

30 



2 

15 

65 




4 


2 | 19 

Hemos obtenido: 

2x* + 3x 3 -x 2 + x-2 = 2(* —2) 4 +19 (at —2) 3 + 65 (* — 2) 2 + 97 (* — 2) +52. 

EJERCICIOS 

1. Expresese x 2 + 3x + 1 en la forma (*+!)*. 
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2. Desde el punto de vista del calculo diferencial un polinomio es una 
funcion que tiene derivadas de todos los ordenes. Si f(x) = 

demuestrese que 





3, Expresese x 4 — 3x 3 + 4x 2 — 5x + 2 en la forma '2 l a i (x—l) i . 

8. CALCULO DE UNA RAfZ AISLADA EN UN INTERVALO EN 
CUYOS EXTREMOS EL POLINOMIO TIENE 
SIGNOS CONTRARIOS 

En este parrafo se utilizara la siguiente proposicion del calculo dife¬ 
rencial : 

Si R es continua, IrrujiD [<£(a), <£(&)]. 

Todo polinomio es una funcion continua. Por lo tanto, si f(a) y f(b) 
son de signos contrarios, f(x) tiene una raiz en [a, b], Supondremos esto y 
ademas supondremos que f(x) tiene una sola raiz en el intervalo [a, b], 

El metodo teoricamente mas simple de obtener la raiz a de f(x) con 
tanta aproximacion como se quiera consiste en ir obteniendo intervalos m&s 
y mas pequeiios en cuyos extremos el polinomio tenga signos diferentes. Es 
claro que a esta en cada uno de esos intervalos. Si [a', b '] es uno de esos 
intervalos es claro que | cl— a! | < b' — a'. Si [a', b'] es muy pequeno tendre- 
mos a con una aproximacion muy grande: si, por ejemplo, b 9 — a! = 0.001 
tendremos que — a 9 1 < 0.001 y podremos escribir a — a' con aproxima¬ 
cion de milesimos. 

Es claro que esto puede hacerse de muchas maneras. Podemos, por ejem¬ 
plo, tomar el punto medio c = \ ( a + b ) del intervalo y calcular f(c). El 
signo de f(c) es contrario del de f(a) o del de f(b), [excepto si f(c) = 0, 
en cuyo caso a = c y nuestra labor ha terminado]. Supongamos que f(a) X 
f(c) <0. Entonces a£[a,c] y podemos repetir el proceso con [a,c] y con 
los nuevos intervalos que se vayan obteniendo. A la n-esima etapa habremos 
encontrado un intervalo [a', b'\ de longitud 2~ n {b — a) que contiene a a. 
Entonces tendremos que 

b — a 

a = a 9 con aproximacion 

Si, por ejemplo, a = 3y6 = 7y queremos encontrar a con aproxima¬ 
cion de milesimas, el numero n de etapas debe satisfacer la condicion 

7-3 


o.ooi 
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es decir, 

2” ^4 000 

log 4000 

n — - 

log 2 

Este tipo de procedimiento es muy laborioso. Describiremos otro metodo 
que tiene un fundamento teorico mas complejo pero que es mucho mas 
eficiente. 

El metodo de Homer. Lo describiremos en el caso en que a. esta ais- 
lada en un intervalo [A,A + Y\ [en cuyos extremos f(x) tiene signos contra¬ 
ries], siendo A un entero no negativo. En ese caso la raiz a se expresa como 
un decimal 

a — A • a^a 2 a z • • • 

y nuestro problema es encontrar tantas de las cifras a* como queramos. En 
el metodo de Homer se construyen polinomios fo{x) 7 f 1 (x) i f 2 (x) } ..que 
tienen la propiedad 

fo (c A ) = f(c) y f%{c — A'd\ • • • a>i) — f(c) paratodo^GC. (1) 

Una vez conocido fi(x) puede obtenerse a i+1 , y una vez obtenida a i+1 pode- 
mos obtener fi+i(x). El metodo queda perfectamente descrito una vez que 
se describan a) Como obtener fo(x ); b) como obtener ai +1 conocido fi{x ); 
c) como obtener f%+i(x) conocidos f%{x) y ai +1 . Esto es lo que haremos a 
continuacion. 

I 9 Expresamos f(x) en la forma 

f(x) = ( x-A)*; 

i 

por el metodo descrito en el parrafo 7; definimos 

fo(x) = 2 «o,i **- 

i 

Es claro que se cumple (1) : 

f 0 (c-A) — 2 a o r i{ Cm ~A) * = f(c). 
i 

2 9 Conocido fi{x), que cumple (1), calculemos fi (10 - * -1 ), fi (10 -1 " 1 X 2), 
/i(10“ 4 “ 1 X3), etc., que son los restos de la division de fi(x) entre x— IQ-*- 1 , 
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x— 10“ i_1 X2, x —10 -4 ” 1 X 3, etc., hasta obtener el primer natural k para el 
cual /i(10~ i-1 A;) es de signo contrario al de f{A). Es claro que /i(10~ <_1 
(k — 1)) tiene el mismo signo que f{A) o es cero. Observando que, por (1), 

f(A. ai ... ai + 10~ i-1 (& — 1)) = /»(10 -1-1 (A: — 1)), 
f(A.Oi ... ai + lO-'-'k) = 


es claro entonces que 

a £ [A»ax • • • cii + 10“ i “ 1 (/:— 1), A-ai ••• a\ + 10" i_1 A:]. 

Como, obviamente, 

a £[A-a-L ... a i+1 , A-a x ••• a i+1 + 10 “ i-1 ], 

concluimos que 

tfi+i = *“1. 

[Si /i(10 _i " 1 (A;—1)) = fi(10~ Ul ai+t) — 0, entonces f(A-Ox ••• ai +1 ) = 0 
y el proceso termina puesto que a = A-d! ... Oi+i.] 

3 9 Expresemos f%{x) como 

fi{x) = 

i 

por el proeedimiento del parrafo 7 y definamos 

/*+iW 

/ 


Es claro que se cumple (1): 

f i+1 {c-A.a x ... fli+i) = fi+i(c — A-a ± ... cii-10-*- 1 a i+1 ) 

= fi(c-A-a t ... a*) = /(c). 

Asi termina la descripcion del metodo. Si cl esta aislada en [ —A — 1, 
— A], donde A es un entero no negativo, es claro que a = — A . a 1 a 2 • •. y la 
descripcion de los pasos l 9 , 2 9 y 3 9 es valida tambien en este caso, si tenemos 
cuidado de anteponerles el signo — a A, A-a x • • • «i, A-a x ... ai +1 y lO*" 1 
y en todas sus apariciones, y en cambiar el orden en que estan escritos los 
extremos de los intervalos que aparecen en el paso 2 9 . 
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Ejemplo 

Sea f(x) = at 3 + x — 3. Vemos que /(1) = — 1 < 0, /(2) = 6 > 0. La 
funcion es creciente en el intervalo [1, 2] (su derivada es positiva) y por lo 
tanto hay una sola raiz, 

CL = 1 • CL\CL2 • * • 

en ese intervalo. 

Calculamos /<>(*) 


1 0 

1 

-3 

1 

1 

2 

l i : 

2 

“I 

1 

2 


1 2 

4 


1 




1 3 


U(x) = x 3 + 3* 2 -f- 4 a: — 1. 

Calculamos a x 


1 

3 

4 

-1 


0.1 

0.31 

0.431 

1 

3.1 

4.31 

-0.569 < 0 

1 

3 

4 

-1 


0.2 

0.64 

0.928 

r 

3.2 

4.64 

-0.072 < 0 

i 

3 

4 

-1 


0.3 

0.99 

1.497 

r 

3.3 

4.99 

0.497 > 0 


Calculamos fi{x) 


1 

3 

0.2 

4 

0.64 

-1 

0.928 

1 

0.2 

3.2 

0.68 

4.64 

-0.072 

1 

3.4 

0.2 

5.32 


1 

3.6 




fi(x) = x 3 + 3.6^ 2 + 5.32 a* - 0.072. 
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Calculamos a 2 


1 

3.6 

0.01 

5.32 

0.0361 

-0.072 

0.053561 

1 

3.61 

5.3561 

-0.018439 < 0 

1 

3.6 

0.02 

5.32 

0.0724 

-0.072 

0.107848 

r 

3.62 

5.3924 

0.035848 >0 


Si solamente queremos aproximar hasta la segunda cifra decimal tene- 
mos a = 1.21. Si queremos mas aproximacion continuamos el procedimiento. 

Hemos descrito como obtener las raices reales una vez que se han aislado 
convenientemente. En muchos casos es suficiente un poco de ingenio para 
lograr esto, como se ha visto en el ejemplo anterior, pero no siempre es este 
el caso. En un parrafo posterior se demuestra el teorema de Sturm, que pro- 
porciona un medio seguro de aislar las raices reales de un polinomio con 
coeficientes racionales. En cuanto a las raices complejas, vease el parrafo 16. 

EJERCICIOS 

1. Calculese 2 para n = 1, 2, 3, 4, aproximando hasta la tercera cifra 
decimal (apliquese el metodo de Horner a x n — 2 para n = 1, 2, 3, 4). 

2. Encuentrense las raices del polinomio x 5 — 2x* + 2 con aproxima¬ 
cion de centesimas. (Para aislar las raices conviene dibujar la grafica de la 
funcion con sus maximos y minimos.) 


9. FACTORIZACI6N DE UN POLINOMIO. 

RAfCES MULTIPLES 

Teorema de factorizacion. Sea f(x) un polinomio de grado n > 0 
con coeficientes complejos. Existen n numeros complejos, «i, • • •, a ny no nece- 
sariamente diferentes dos a dos, y un complejo c tales que 

f(x) = c(x-a i) ... (x-an). 

Ademas } esta factorizacion es unica . Es decir y si 


f(x) = c'(x - ax) ... {x — CL n) j 


entonces c* == c y existe una permutacion <p de {1, de manera que 

a\ — a<p(i) para to do i. 
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Demostracion . 

1. Deraostraremos primero la existencia de la factorizacion total, por 
induccion sobre el grado n. Si n = 1 se tiene 

f(x) = a 0 + a x x — a x (x — (— ar 1 ^)). 

Supongase que todo polinomio de grado n* se puede factorizar como se afirma 
en el teorema y considerese un polinomio f(x) de grado n + 1. Por el teore- 
ma final del parrafo 5, /(x) tiene una raiz a, y 

fix) = (x - a) q (x), 

por el corolario 1 del teorema del residuo. Por la hipotesis de induccidn 
q(x) = c(x - « x ) ... (x - a n ), 
de donde, tomando a^i = a, 

f{x) = c(x - Oi) ... (a: “ o^i), 


como se queria demostrar. 

2. La unicidad tambien se demostrara por induccion. Sea n = 1 y su¬ 
pongase que 

f(x) = c(x — a x ) = cx — ca x 
= c'(x — «i / ) = c*x — 

Entonces = c, con — £'«i' y, en consecuencia, a x = a x . Supongase ahora 
que la unicidad es verdadera para polinomios de grado n y sea f(x) de grado 
n + 1 tal que 

f(x) = c(x - a x ) ... {x - flw) 

= c'(x — a/) ... (x — a'n+i). 

Entonces x — a'n+i | tf(x — • * * (x. — a n +i), de donde x — aVi | x — a* 

para algun t, por el corolario 3 del teorema del residuo, de donde </ n+1 = a*. 
Sea $ cualquier permutacion de {1, ..., n + 1} que aplique n + 1 en i. 
Observemos que a ' n+1 = 0 ^*+d y que 

c(x — • • • (x — a^(n+i)) = <?'(x — a'x) ... (x — «'n+i) 


Por lo tanto 


c(x — <xxj,(i)) ... (x “ id^r(fH-i)) = c’{x — a i) ... (x - a'„+i) 
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y cancelando el ultimo factor [(vease ejercicio 5) i) del parrafo 3], 

c(x — d) • • • {x ~ aip(n)) ~ c'(x — «/) • • • {x — %). 

Introducimos la notacion = «i*. Por la hipotesis de induction c' = c 
y existe una permutation x de {1, • • n} tal que 

<*i' = «* (i) == <*?>(X(i)) P ara * = n - 

Definiendo x (n+1) = n + 1 podemos considerar X como una permuta¬ 
cion de {1, ..n 4- 1}. Sea <p = • Z. Tenemos que 

— « 9 (i) para * = 1, ••• ,n + 1, 

lo que termina la demostracion. 

Observacion: Sea f(x) = c(x — a t ) • •• (x — %), £^0, n > 0. En- 
tonces es raiz de f(x) si y solo si a = <x\ para algun i. 

En efecto, 

f(ot) = 0 (—> cXa — at) • •. = 0 (=) a—= 0 para algun i. 

Se acaba de observar que a cada raiz a de f(x) le corresponde un factor 
x — « en la factorization de f(x) . Pero este factor puede aparecer mas de 
una vez. Esto da lugar a la notion de multiplicidad de una raiz: 

Definicion: Sea f(x) = c(x — a i) ••• (at — «*») un polinomio de grado 
n > 0. Sea a £ C. Se dice que <x es raiz de multiplicidad m de f(x) si hay 
precisamente m indices i para los cuales ai = «. 

Se puede tambien definir la multiplicidad como sigue: 

Definicion : a es raiz de multiplicidad m del polinomio f(x) de grado po- 
sitivo si (x—a) m \f(x) pero (x—a) m+1 s\'f(x ). 

Es indispensable comprobar que las dos definiciones son equivalentes, lo 
que se deja al cuidado del lector. 

EJERCICIOS 

1. Sean , a r , todas las raices diferentes de f(x) . Sea m\ la multi¬ 

plicidad de la raiz ai. Demuestrese que 

mi + • • • + m r = grado de f(x) . 
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2. Encuentrese un polinomio de grado 5 del cual son raices 0, 1, 2, 
3 y 4*. 

3* Supongase que a es raiz de multiplicidad m x de fi(x) y raiz de 
multiplicidad m 2 de / 2 (tf). Demuestrese que « es raiz de multiplicidad — 
mm (mi, m 2 ) de fi(x)gi(x) + f 2 (x)g 2 (x), cualesquiera que sean gi(x) y 
g 2 (x). Si m 1 > m 2 , demuestrese que a es raiz de multiplicidad m 2 de fi(x) 
+ /*(*)• 

4. Usando la primera definition de multiplicidad demuestrese la equi¬ 
valence de las afirmaciones siguientes: 

a) a es raiz de multiplicidad 0 de f(x); 

b) a no es raiz de f(x). 

5. Sea f(x) — g(x)h{x). Supongase que a es raiz de g(x) y de h(x), 
con multiplicidades m t y m 2 , respectivamente. Demuestrese que a es raiz de 
multiplicidad m x + m 2 de f(x). 

6. Determinese la multiplicidad de 1 como raiz de cada uno de los 
polinomios siguientes: 

x 4 — 2a: 3 + 2x 2 — 2x 4- 1, 
x 4 — a: 3 , 

x 5 — Sx 4 + 5a: 3 - 4x* + 3# — 1. 

7. Supongase que /(«) = g(«) para todo or (EC. Demuestrese que 

/(*) = g(*)- 


10. DERIVADAS Y MULTIPLICIDAD 

Derivadas. Sea / (x) — a ; , + a x x + ... + a n x n ; ai fC 

Definimos la derivada f(x) de f(x) como sigue: 

f(x) — a x + 2 a 2 x + 3 a 3 x 2 + • • • + na^x 1 ^ 1 . 

Para n ^ 1 definimos la n+ 1-esima derivada, f in) (*), como la derivada 
de la n-esima derivada. Con esto queda definida f {n) {x) para todo n £N. 

Proposicion: Sea f(x) = g{x)h{x). Entonces 

/'(*) = g(x)h'(x) + g'{x)h{x). 

Demostracion. Si g(x) y h(x) tienen coeficientes reales la proposicion 
es un caso particular de un teorema del calculo diferencial. Pero hay una 
demostracion simple que no utiliza el calculo y que ademas es valida para 
coeficientes complejos. Esta es la que daremos. Usaremos la notation 

CO 

g(x) = a 0 + a x x + . •. = 2 a % x% 

i- o 
os 

h(x) = b 0 4- b x x 4- ... — 2 b%x % , 

i~o 
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Entonces 

/(*) = 22 “ibjX h 

7c=0 i+j=k 

f'(x) - 2 (*+i) 2 

k—0 i+j=k+l 

g'(x) = 2 (*+l) 

Jc=o 

oo 

= 2 «***, donde a'*; = (£+1) flfcn, 
fc=o 

A' (at) = 2 W, donde b\ = (*+l) 
k~o 

g(x)h'(x) =22 

fc-0 i+i=fc 

= 22 (j+l) aib, + ix k 

k=0 i+j=k 

= 22 ) aibjX* 
k=0 i+j=k+l 

g'i x )h(x) = 2 2 iaibjX* 

k=0 i+j=k+l 


g(x)h'(x) +g'(x)h(x) =22 (*+l) atb,* = /'(*) 

k =0 i+j=k +l 


Proposicion: Si /(a;) = entonces 

/'(*) = wgM” 1-1 £'(*)• 

La demostracion se puede hacer facilmente por induction. 

Teorema: Sea f(x) de grado n>0y sea m un entero positivo. a es raiz 
de multiplicidad m de f(x) si y solo si se cumplen las condiciones si- 
guientes: 

a) f(a) =/'(«) = ... =/‘- 1 * («) =0 

b) /<«> {a) =£0. 

[Convenimos en que f i0) (x) = f{x). En el caso m = 1 la condition a) 
se reduce a f(a) = 0.] 
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Demostracion (por induccion): 

1. Afirmacion directa. Para m = 1, f(x) = (x — a)g(x) y x—aj['g(x). 
Entonces f'(x) = (x-a)g'(x) + £(a:) y f(a) = g(a) ^0. Supondremos 
ahora que la afirmacion es verdadera para m y la demostraremos para 
m + 1. Tenemos que /(*) = (x — a) m+1 g(x) y x—aj\' g{x). Entonces 

f(x) = (a: — a) w+1 g'(*) + (m+ 1) (a: — a) m g(Ar) 

= (x-a) m ((x-~a)g'(x) +(m + l)g(x)), 

y es claro que x — a no divide al segundo factor. Por lo tan to a es raiz de 
multiplicidad m de f(x). Por la hipotesis de induccion aplicada a f(x) 
tenemos 

f'(a) = f"(«) = ... = /<">(«) = 0, / (w+1) («) =^0. 


Como ademas /(**) =0 hemos comprobado que se cumplan a) y 6). 

2. Afirmacion reciproca. Para m = 1 las condiciones a) y 6) nos 
dicen que /(a) = 0, de donde /(at) = .(* —«)g(Ar), y que /'(a) y esto 
ultimo implica que (x—a ) 2 s\'f(x), porque en caso contrario se tendria 

f(x) = (x-aYgrix) 

n*) -2(x-«) ? 1 (*)+(*-«)Vi(*) 

/'(«) =0 (contradiction). 

Supongamos ahora que la afirmacion es verdadera para m y la demostra¬ 
remos que m 4* 1. Partimos de que 

f(a) = f(«) = ... = /< w >(«) = 0, /^>(«) =^0. 

Por la hipotesis de induccion aplicada a /'(a:) concluimos que <x es raiz de 
multiplicidad m de f{x), asi que 

/'(*) = y 

Como /(a) =0 tenemos, para algun j 1, 

f(x) = (x — a) *gi(x) y 

Entonces 

/'(*) = (*-«)* J [(*-«)gi(*) + *g'l(*)] 

y es claro que x^a. no divide al segundo factor. Comparando esta expresion 
de f(x) con la anterior vemos que s = m + 1 y 

f(x) = (x-a) m * 1 g 1 (x) y x-«s\'gi(x), 

lo que termina la demostracion. 



303 


EJERCICIOS 

1. El polinomio a; 4 — 3x 3 — 6x 2 + 28# — 24 tiene una raiz triple. Expre- 
seselo como producto de polinomios de grado 1. 

2. El polinomio x 5 — 5^/2x i + Sx 3 + 8^/2x 2 — 20x-\-4:^/2 tiene una raiz 
cuadruple. ^Cual es? 

3. Sea f(x) = a: 4 + (2 + 4t) x 3 + (— 5 + 6i) x 2 + (—6 — 20 x — 2i. Se sabe 

que =0 y que f(x) tiene raices multiples. Factoricese f(x) en 

polinomios de grado 1. 

4. Demuestrese que las unicas raices de at 5 — zat 4 + 2at 3 — 2zat 2 -Fa: — f son 

1 y 

5. Demuestrese que x 5 — 5a: 4 + 1 no tiene ninguna raiz de multiplicidad 4. 


11. COEFICIENTES Y RAfCES 

Proposicion : Sea 

x n + a 1 x 11r ~ 1 + • •• + a n = (x — «i) • •• (a:—O n). 

Entonces 

i 

«« - 2 n (-«,,) 

l<r 1 <...<r<<n j-i 

para i = 1, 2, • • n. 

Gonviene aclarar la notacion en la formula anterior. El significado del 
slmbolo 

2 

l<ri<...<Ti<n 

es que para cada sistema de i numeros enteros r a , ..., r* que satisfacen las 
condiciones 1 ^ r x < • • • < r 2 ^ n debe considerarse el sumando 

1 

n (“ttry) = (—<0 (““«r a ) ••• ( —«r|) 
i=l 

correspondiente a esos r 1} . • r*. 

Por ejemplo, si i = 2 y n = 3 tenemos las siguientes maneras de elegir 
n y r 2 : 

r i = 1 y r 2 = 2, 

fi = 1 y r 2 = 3, 

n = 2 y r 2 = 3. 

Por lo tanto 

2 II (-ary) = 2 (-arj(-ar 2 ) 

i<r t <r 2 <3 j=l l<r t <r 2 <3 

= ( —«i) ( “tf 2 ) +(—«i) ( — a 3 ) +(— ar 2 ) (~a 3 ) 

= a 1 a 2 + aia3+ 
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Una vez aclarado el simbolismo se sugiere al lector que compruebe la 
proposicion para n = 1 , 2, 3, • ••, con lo que se convencera que es ver- 
dadera y podra dar una demos tracion general, que aqui omitiremos. 

EJERCICIOS 

1. Demuestrese la proposicion anterior para n = 2 a partir de las 
formulas obtenidas en el parrafo 6 para las raices de una ecuacion de se- 
gundo grado. 

2. Sea (o;i, « 2 , • • •) una sucesion cualquiera de numeros complejos. 
Sean 

i 

i == 2 n ( —arj) 

l <r x <...<ri<n j=i 

para todos los naturales i, n , tales que i?=n. Definimos tambien 

n 

S nj i — 2 * — W. 

;=i 

Demuestrese, 

a n> i + s n>1 = 0 para todo n ^ 1 
2 a n>2 + a n>1 s nfl + s n)2 = 0 para todo n ^ 2 

“b ^n,i “b ^,2 ~b *^n ,3 = 0 para ti ——■ 3. 

3. Con la notacion del ejercicio anterior: 

a) Expresense a 2 ,i y 0 , 2 , 2 . en terminos de s 2 ,1 y s 2) 2 > y reciprocamente. 

b) Expresense « 3 } i, a Zf2 y ^ 3,3 en terminos de j 3> i, 5 3>2 y £ 3 , 3 * y reci¬ 
procamente. 

4* Sean a x y <* 2 las raices de x 2 + bx + c . Demuestrese que — « 2 ) 
(a* — «i) = 4 c — 6 2 . 


12. POLINOMIOS CON COEFICIENTES REALES 

Decimos que un polinomio es monico si el coeficiente del termino de 
grado maximo es 1 . 

Hemos visto en parrafos anteriores como un polinomio de grado posi- 
tivo puede expresarse como una constante por un producto de polinomios 
monicos de primer grado. 

En este parrafo veremos como todo polinomio con coeficientes reales 
puede expresarse como un numero real por un producto de polinomios de 
dos tipos: 

a) polinomios monicos de grado 1 con coeficientes reales; 

b) polinomios monicos de grado 2 con coeficientes reales que no tienen 
raices reales. 
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Por ejemplo, el polinomio x 3 — 1 puede expresarse como 
* 3 — 1 — (x — 1) (x — w) (x — ZJU 2 ) , 

donde 

1 V3 

w — — 4-- i, 

2 2 

pero tambien puede expresarse como 

x 3 — 1 = (x — 1) (x 2 4- x 4* 1). 

En esta ultima factorizacion los factores tienen coeficientes reales, lo que 
no sucede en la primera. 

Necesitamos algunos preliminares. 

Si f(x) — Oox n 4* a* l x n ~ 1 4- • • • 4- a n> escribiremos 

f(x) = OoAr w 4- aiX 7 ^ 1 4- • • • 4- a n . 

Es claro que f(x) — f(x) siy solo si f(x) tiene coeficientes reales. 

Es facil comprobar lo siguiente: 

Si /(*) = g{x)h(x), entonces f(x) = g(x)Ti(x); 

g(x) l/(x) (=> g(x) I f(x); 

Si f(x) tiene coeficientes reales, entonces 

g(x) | fix) <=>£(*) I f{x). 

Aplicaremos esta ultima observacion al caso en que g(x) = (x — a) m . 
Tendremos el resultado siguiente: 

Lem a: Sea f(x) un polinomio con coeficientes reales. Entonces 
(x-a) m | f{x) (—) (x — a) m | f{x). 

Como consecuencia: 

Proposicion: Si a es raiz de un polinomio con coeficientes reales, a es 
raiz del mismo polinomio con la misma multiplicidad. 

Por tanto, si f(x) tiene coeficientes reales y 

f(x) = c(x - a r ) mi ... (x - a r ) mr , ai^aj para i^j, 


cada vez que aparezca un factor (x — «i) m< en el que a% £R aparecera 
tambien el factor (x — ca) 171 *. 
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Supongamos que a lf 6R, a 8+ i, R. Entonces los r-s com- 

plejos a 8+ 1, • ,«r aparecen por parejas de conjugados, es decir que r-s es 

par, pongamos r-s = 2 1, y podemos suponer que 


&r+i+t &r+i para i 1 , • • 

podemos escribir 

$ t t 

f(x) = cU (x — ai) mt n (x — a 8 +i) ma+i II (x — a 8 +i) m,+i 

i=l 4=1 i=i 

s t 

- cUg i (x) m *ILf i (x) m "', 

i=l i=l 

donde 

£*(*) = * - «i 

fi( x ) = (* - «*+i) (* “ * 8+ i) 

^ X 2 {&a+i "b <X 8 +i) X “f~ <X 8 +i <£$+*. 

Los polinomios gi(x) y fi(x) tienen coeficientes reales. Es claro tambien 
que c £ R, puesto que es el cociente de dos polinomios con coeficientes reales. 
Asi queda demostrado el resultado enunciado al principio, que volvemos a 
expresar a continuacion: 

Teorema: Todo polinomio f(x) de grado positivo con coeficientes reales 
puede expresarse como producto de algun real y ciertos polinomios de 
primero o segundo grados, con coeficientes reales, con la particularidad 
de que estos ultimos (los de segundo grado) no pueden, a su vez, expre¬ 
sarse como productos de polinomios de primer grado con coeficientes 
reales. 

EJERCICIOS 

1. Expresense los polinomios x 4 — 1 y x 6 — 1 como productos de poli¬ 
nomios con coeficientes reales de grados uno y dos. 

2. Compruebese que — + es una raiz quinta 

de 1 y expresese x 4 + x z + x 2 + x 4- 1 como producto de dos polinomios de 
segundo grado con coeficientes reales. 


13. EL ALGORITMO DE EUCLIDES CON POLINOMIOS 

Para polinomios existe la nocion de maximo comun divisor lo mismo 
que para enteros. La teoria es analoga en los dos casos. En este parrafo se 
enunciaran los resultados sin demostracion. El lector podra demostrarlos 
guiandose, si es necesario, por las demostraciones de los resultados analogos 
para enteros. 
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Proposicion 1: Sean fi(x) y f 2 {x) dos polinomios cualesquiera. Si 
g(x) \fi(x) y g(x) I u{x)> entonces 

g{x) \fi{x)h 1 (x) + f 2 {x)h 2 (x), 
cualesquiera que sean h t (x) y h 2 (x), 

Proposicion 2: Sean fi(x) y f 2 (x) dos polinomios no ambos nulos y sea 
d{x) = /i(*) g^x) + f 2 {x) g 2 (x) 

una combinacion lineal de ellos no nula de grado minimo. Entonces 
d(x) divide a cualquier combinacion lineal de fi(x) y f 2 (x ). 

Corolario: d(x) divide a fi(x) y a f 2 (x). 

Definicion: Sean ft(x) y f 2 (x) dos polinomios no ambos nulos. Llamamos 
maximo comun divisor de fi(x) y f 2 (x) a cualquier combinacion lineal 
de ellos no nula de grado minimo, 

Proposicion 3: Dos maximos comunes divisores de fx(x) y f^{x) son aso- 
ciados [recordemos que g(x) y h(x) son asociados si g(x) \ h(x) y 
Hx)\g(x)). 

Proposicion 4: Si d(x) es maximo comun divisor de /i(*) y f 2 {x), y si 
g(x) es cualquier otro divisor comun de esos dos polinomios, entonces 
g(x) I d{x). 

Proposicion 5: Si d(x) es un divisor comun de fi(x) y f 2 (x) que es divi¬ 
sible entre cualquier otro divisor comun de fi{x) y f 2 {x) , entonces d(x) 
es un maximo comun divisor de fi(x) y f?(x ). 

Nota 1. El maximo comun divisor de 0 y 0 es 0, por definicion. 

Nota 2. Un maximo comun divisor de 0 y f(x) es /(a;), segun puede de- 
ducirse facilmente de la definicion. 

Nota 3. Hay un solo maximo comun divisor monico de dos polinomios 
que no sean ambos nulos. Podemos reservar el sunbolo (fi(x), f 2 {x)) 
para denotarlo y referirnos a el como “el maximo comun divisor de 

h(*) y /.W". 

Nota 4. El maximo comun divisor de polinomios no nulos puede obtenerse 
por el algoritmo de Euclides lo mismo que en los enteros. A1 tomar cada 
resto como un nuevo divisor podemos sustituirlo por cualquier polinomio 
asociado. 
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Nota 5. La proposicion siguiente (que el lector puede demostrar), es un 
ejemplo de la utilidad de la teoria del maximo comun divisor para poli- 
nomios. 

Proposicion 6: f(x) tiene una raiz de multiplicidad > 1 si y solo si 

(/(*), f (*))=* i. 

EJERCICIOS 

1. Sean f(x) y g(x) dos polinomios no nulos. Supongase que {a 1} ... 
at) es el conjunto de las raices comunes de f(x) y g(x) y denotense por 
nii y m las multiplicidades de a » como raices de f(x) y g(*), respectiva- 
mente. Demuestrese que 

(/(*),*(*)) = n (* - 

i=l 

2. Sea /i(*) el cociente de las f(x) (no nulo) entre (f(x), /'(*)). De¬ 
muestrese que fi(x) tiene las mismas raices que /(*), pero todas ellas con 
multiplicidad L 

3. Calculese el maximo comun divisor de f(x) = x 7 + x 3 + 1 y su de- 
rivada y compruebese que f(x) no tiene raices de multiplicidad > 1. 

4. Factoricese totalmente el polinomio 

x 3 + (-6 -3i)* 2 + (9 + 12i)x + (”2 -111). 


14. AISLAMIENTO DE LAS RAfCES REALES DE UN POLINOMIO 
CON COEFICIENTES REALES (TEOREMA DE STURM) 

Sea f(x) un polinomio con coeficientes reales de grado positivo sin 
raices multiples (es decir, sin raices de multiplicidad >1). El maximo 
comun divisor de f(x) y f'(x) es 1. Poniendo 

r 0 (x) = f{x) 
n(x) - f'(x) 

y denotando con r 2 {x), r 3 (x ),-• •, los restos que se van obteniendo al aplicar 
el algoritmo de Euclides a f{x) y f{x) tendremos 

T a {x) = r 1 {x)q 1 (x) + r 2 (x) 
ri(x) =r 2 (x)q 2 {x) + r 3 (x) 

r^. 2 (x) = r n ^ 1 (x)q n - 1 (x) + r H (x), 


donde r„(x) es una constant* ^0. 
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Sean 

/oW = *«{*), fi{x) = n{x), f a (x) = -r 2 (x), f 3 (x) = -r 3 (x), 

f*(x) = U(x),f s (x) = r 3 (x), / 6 (x) = -x 3 (x), f 7 (x) = -r 7 (x), 

etcetera. 

Observamos que ri(x) \ ri^(x) — n(x) para i = 1, - • • , n — 1, de don- 
de deducimos que 

/*(*) I fi-i(x) + fi{x) para 1 ^i^n- 1. (1) 

Si c es un real que no es raiz de ningun f%(x) consideremos el numero 
de cambios de signo que aparecen en la sucesion fo(c) 9 ••• ,f n (c)> es decir, 
el numero de indices i comprendidos entre 0 y n — 1 para los cuales f%{c) 
y fi+i{c) tienen signos contrarios. Este numero de variaciones de signo en c 
lo denotamos con V(c). 

Teorema de Sturm. Sea f(x) un polinomio con coeficientes reales de 
grado positivo y sean /<>(*) ,-•*,/«( x) los polinomios (con coeficientes rea¬ 
les) que se acaban de definir. Sean a y b dos reales que no son raices de 
ninguno de los fi(x) y supongase que a < b, El numero de raices de f(x) 
en el intervalo [a, b] es igual a V{a) — V(b). 

Dernostracion. Si no hay ninguna raiz de ninguno de los fi (*) en [a, b] 
cada fi(x) tiene el mismo signo a lo largo de todo el intervalo y es evidente 
que V(a) = V (b) 9 lo que comprueba el teorema. Eliminado este caso sean 
pi, - pr todos los puntos de [a } b] que son raices de algun fi(x) 9 en orden 
creciente. Tomemos a© = a, a l9 ... , a r ~\ 9 a r = b de manera que a 0 < p x < 
a x < p 2 < < * • * < CL r -1 < p r < Observamos que 

V(a) - V(b) =2(F( fli .. 1 ) - V( ai )). 

i=i 

Debido a esto sera suficiente demostrar que, para cada i 3 

U si f(pi) = o 

Para simplificar la notacicn observaremos que demostrar esto ultimo es 
lo mismo que demostrar el teorema con la hipotesis adicional de que solo 
hay un numero p en [a, b] que es raiz de algun f\{x). Asi, pues, supondremos 
esto y demostraremos que 

V(a) - V(b) = /° si 

(1 si f(p) = 0 
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a) Si f(p) ^ 0. Entonces p es raiz de uno o mas de los fj(x ) para 
1 ^ n — 1. Supongamos que p es raiz de fj^x) , • • •, fi t (x ). No hay dos 
de estos indices que sean consecutivos, porque en caso contrario habria 
dos restos consecutivos en el algoritmo de Euclides con una raiz comun, lo 
que permitiria deducir que f(x) y f'{x) tienen una raiz comun. A1 contar 
V(a) y V(b) podemos ignorar los cambios de signo entre fj(x) y fj+i(x) 
siempre que ; y ; + 1 no pertenezcan a {j l9 • • • , jt), ya que cada una de esas 
dos funciones tiene el mismo signo a lo largo de [ab ] y un cambio de signo 
en a siempre va acompanado de un cambio en b, y viceversa, por lo que la 
diferencia V (a) — V (b) no esta afectada por dichos cambios, Habremos 
demostrado que V(a) — V(b) = 0 si comprobamos que el numero de cam¬ 
bios de signo en cada una de las series 

fit-fn( a )> fn **( a )> 

M b )> /*(*)> M b )> 

es 1, para cualquier i. De (1) concluimos que / ;r i(p) + /j i+ i(f>) ~ 0, lo que 
implica que las funciones fj r i{x) y fj^i(x), que no cambian de signo a k> 
largo de [a, b], tienen signos contrarios. Tanto si fj^a) >0 y fr-( b ) <0 
como si fji(a) < 0 y /y.(fe) >0 hay un solo cambio de signo en cada una 
de las dos series. 

b) Si /(p) = 0. Es claro que f(x) tiene signo constante a lo largo de 
[a, b], puesto que f (p) =£0. Con un razonamiento analogo al de a) puede 
comprobarse que el numero de cambios de signo que se presentan en la serie 

fl( a ), * • • , fn( a ) 

es el mismo que el de los de la serie 

fi(b), 

Observando ahora que f(a) y f(b) tienen signos contrarios habremos de¬ 
mostrado el teorema una vez que comprobemos que f(b) y f'(b) tienen el 
mismo signo [porque entonces f(a) y f'(a) tendran signos contrarios]. Para 
comprobarlo expresamos f(x) como 

f(x) = Oq + a x (x — p) + a 2 (x — p ) 2 + , 

donde a 0 = f{p) = 0 y a x = /'(p), de donde 

signo de a x = signo de /'(p) = signo de /'(&). 

Nos falta ver que signo de f(b) = signo de a x . Tomese a £ (p, b) de manera 
que 

| ai{o — p) I > I ~ p ) 2 + p ) 3 + • •• I- 
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Entonces 

signo de /(<*) = signo de ^(o* — p) = signo de a x . 

Pero como no hay ninguna raiz de /(*) en [<t 9 b ] tenemos 

signo de f(b) = signo de /(a) = signo de a x . 

Un ejemplo de aplicacion del teorema de Sturm* Consideremos el 
polinomio /(*) = * 4 — x — 3. Aplicamos el algoritmo de Euclides a f(x) 
y su derivada: 


* 4 

* 4 

— X 

+ \x 

— 3 

1 

eo 


- lx 

-3 


4x° 


-1 

\x + 4 

4x 3 

- 16 a : 2 


4x 2 — 16 * + 64 


- 16 a ; 2 
+ 16 a ; 2 

+ 64 * 

~1 


64 a ; 

-1 


- 64 a : 

-256 



-257 


[Si no llegaramos a que (/(*), f{x)) = 1 deberiamos dividir f(x) entre 
el maximo comun divisor para poder aplicar el teorema de Sturm al co- 
ciente.] 

Tenemos 

f 0 (x) = X* - X - 3 
fi(x) = 4* 3 - 1 
h \ x ) = lx + 3 
/«(*) = 257 

Hacemos una tabla en la que en cada columna aparecen los signos de 
los valores de los fi(x) para el valor de x que encabeza la columna. Bajo 
cada columna escribimos el numero de cambios de signo: 



-2 

2 

0 

-1 

1 

/.(*) 

+ 

+ 

— 

— 

— 

/l(*) 

— 

4* 

— 

- 

+ 

/.(*) 

+ 

+ 

-f 

+ 


h{x) 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 


2 

0 

1 

1 

1 
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Las dos primeras columnas nos muestran que hay dos raices en [ — 2, 2]. 
Las otras columnas refinan el resultado y nos permiten concluir que hay 
una raiz en [—2, — 1] y una raiz en [1, 2], Estas se pueden calcular con 
los metodos del parrafo 8. Nos convencemos de que no hay raices fuera de 
[ — 2, 2] gracias a la desigualdad 

| x 4 | > | x + 3 | para | x | > 2. 

En general, para el polinomio x n + a Y x n ~ x + • • • + a n podemos afirmar 
que, si \x\ > max (1, |< 2 2 ( + ... + |a*|) = A , 

|* n | > I a ^- 1 + . - • + On |, 

y por lo tanto no hay raices fuera de [ — A, A]. 

En algunos ejemplos en los que las raices son muy cercanas puede ser 
necesario introducir muchos puntos intermedios antes de lograr aislar las 
raices. Sin embargo, si nos piden que, por ejemplo, calculemos las raices 
con aproximacion de milesimas, una vez que tengamos varias raices en un 
mismo intervalo de longitud < 0.001 no necesitamos aislarlas, puesto que 
podemos tomar cualquier punto del intervalo como valor aproximado de 
todas esas raices. 

Un problema mas grave puede presentarse, en cambio, si los coeficientes 
solo son conocidos aproximadamente (lo que siempre sucede si no son racio- 
nales), porque en ese caso la aproximacion puede no ser suficiente para 
decidir si el valor de alguno de los f%{x) en algun punto es positivo, nega- 
tivo o cero. 

EJERCICIO 

Aislense y calculense todas las raices reales de algunos polinomios. 


15. FRACCIONES RACIONALES. DESCOMPOSICI6N 
EN FRACCIONES PARCIALES 

Fracciones racionales. Consideremos las expresiones: 

/(«) 

«(*) 

formadas con los polinomios f(x) ( numerador) y g(x) ^0 (denominador ). 
Introducimos una relacion -—' en el conjunto de tales expresiones: 

hi*) AW 
- - 


U{x) g 2 {x) 


si fi(x)g 2 (x)=f 2 (x)g 1 {x). 
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Lema: ^es una relacion de equivalencia. 

Demostracion (ejercicio) : La relacion determina una particion del 
conjunto. Denotaremos la clase de un elemento con el mismo simbolo con 
que denotamos al elemento. Podremos entonces escribir *= en lugar de 
Las clases de esta particion son las fracciones racionales. Hay dos ope- 
raciones: 

fi(x) /*(*) = A (*)&(*) + U(x)g 1 (x) 

gi(x) g 2 (x) gi(x)g 2 (x) 

fl{x) Ujx) ^ fi(x)f 2 {x) 

gl(x) g 2 (x) gi(x)g 2 (x) ' 

Este procedimiento para pasar de los polinomios a las fracciones racio¬ 
nales es el mismo que se sigue frecuentemente para pasar de los enteros a 
los racionales. 

En el calculo integral es conveniente poder expresar las fracciones racio¬ 
nales como suma de otras de cierto tipo, cuyas integrales se conocen. En 
este parrafo se describira como se logra esto. 

Lema 1 : Si g(x) = h(x)k(x) y (h(x),k(x)) = 1, entonces para cada 
f{x) existen polinomios j(x) y t(x) tales que 

/(*) = _£(*) + 

g(*) h(x) k( X y 

Si f(x), h(x) y f(x) tienen coeficientes reales, j(#) y f(x) tambien 
tienen coeficientes reales. 

Demostr acion. Sean h x (x) y k x {x) tales que 

1 = h(x) h x {x) + k(x) k 1 (x). 

Entonces 

/(*) = /(*) [H*) h i(*) 

g{x) g(x) 

_f(x)h 1 (x) + f( X )k 1 ( X ) 
k( X ) h(x) ’ 

lo que demuestra el lema, para 5*(^) = f(x)k 1 (x) y t(x) =f(x)h 1 (x). 
Cuando h(x) y k(x) tienen coeficientes reales lo mismo sucede con h^x) 
y Aa(*), porque todos los polinomios que aparecen al aplicar el algoritmo de 
Euclides a dos polinomios con coeficientes reales tienen coeficientes reales. 
Si ademas f(x) tiene coeficientes reales es claro que j(*) y t(x) tienen 
coeficientes reales. 
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Lema 2. Dados h(x) de grado positivo, f(x) y un entero positivo t, existen 
.?*(#), con el grado de S|(x) menor que el grado de 
h(x) para i = 1 , t, tales que 

h(x)* h(x) h(x)* 

Si f(x) y h(x) tienen coeficientes reales los polinomios Si (*) tambien 
tienen coeficientes reales. 

Demostracion. Sea n = grado de h(x). 

f(x) = h(x)q!(x) + r^x), grado de r^*) < n, 

< 7 i(*) = h(x)q 2 (x) + r 2 (*), grado de r 2 (x) < n, 

qt(x) — h(x)q 3 (x) + r 3 (x), grado de r 3 (*) < n, 

etcetera. 

Como grado de qui(x) < grado de qi(x) se tendra que grado de 
q m (x ) < n para algun m. La ultima igualdad sera 

q m -:i(x) = h(x)q m (x) + r m (x) , grado de r m (x) < n. 

Sustituyendo cada expresion de qi(x) en la anterior, empezando con la 
ultima, se tiene 

qm-i{x) = h{x)q m {x) + r m (x) 

qm^ 2 {x) - h(x) 2 q m (x) + h(x)r m (x) + rw_ x (x) 

qm-s(x) = h(x) s q m {x) + h{x) 2 r m (x) + h(x)r m ^(x) + r m . 2 (x) 

q t (x) = h{x)”^ 1 q m {x) + h(x) m ~ 2 r m (x) + ••• + r 2 {x) 
f( x ) = h(x) m q m (x) + h{x) m - 1 r m {x) + ... + h(x)r 2 (x) + r x (x ), 

de donde 

/(*) n(*) r*(x) n(x ) 

h(x) t h(x) t h(x)*- 1 h(x) 1 

y el lema queda demostrado tomando 5i(*) = r*_i + 

A partir de estos lemas demostraremos los teoremas que nos permiten 
descomponer una fraccion racional en fracciones parciales. 

Teorema 1. Sea g(x) = (x—ct t ) ri - • . (x—a 8 ) r ' } donde ai^aj para i=£j. 
La funcion racional f(x) / g(x) puede expresarse como 



15. FRACCIONES RACIONALES. DESCOMPOSICI6N EN FRACCIONES PARCIALES 315 


m 

g{x) 


8 


s(x) + 2 

i=l 


rt 


2 


Clij 

( x-a i ) i 


donde s (a) es un polinomio y los a%j son numeros complejos. 
Demostracion. Por el lema 1 


Por el lema 2 


/(*) = 2 /<(*) 

g(x) i=l ( X-<Xi) r * 


/«(*) 

(x—<xi) r * 


= *(*) 


+ v 

}=i (•*-<*») * 


donde el grado de 5^ (a) = 0. 

8 

Tomando s(x) = 2- y i(*) y aij = 5» ; -(a) queda demostrado el teorema. 

i=l 

A1 aplicar este teorema pueden introducirse coeficientes complejos, aun- 
que /(a) y g(x) tengan coeficientes reales. Si sq quiere evitar esto puede 
utilizarse la descomposicion de #(a) en polinomios de primero y segundo 
grados con coeficientes reales, por medio del teorema siguiente. 

Teorema 2: Sea 

g(x) = (a —— a h ) rh (x 2 + a 1 x + b 1 ) 81 - • • (x 2 + a k x + b k ) Sk 

donde los «j, a * y bi son reales, ^aj para i^j y a 3 4- a\x + bi=^x z 
+ ajX + bj para Si /(a) es un polinomio con coeficientes reales la 

fraccion f(x)/g(x) puede expresarse como 

fix) A. I; < 2 i; - * *i AijX + Bij 

— = 5(a) + 22 -—: +22 *---——— 

g{x) i=l ;=1 (a — Oil) 3 i= 1 i=l (A 2 + fliA + i>i) ^ 

donde 5 ( a ) tiene coeficientes reales y los a\j 3 Aij y Bij son reales. 

El teorema es, como el anterior, una consecuencia simple de los lemas, 
segun el lector puede comprobar facilmente. 

Para calcular los coeficientes de los numeradores de las fracciones par- 
ciales en que se descompone una fraccion racional segun los teoremas ante- 
riores, no es indispensable seguir los pasos de las demostraciones de los lemas, 
sino que se pueden obtener resolviendo un sistema de ecuaciones lineales, 
segun veremos en un ejemplo. 

Consideremos la fraccion 


2 a 7 + 5 a 6 + a 5 — a 4 — 7 A 3 +A 2 +A+7 

R(x) = 


x e — 2x 3 +1 
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En primer lugar expresaremos R(x) como la suma de un polinomio y 
una fraccion racional cuyo numerador tiene grado menor que el del deno- 
minador. Para ello basta dividir: 

2x 7 + 5 a : 6 + x 5 — x 4 — 7x 3 + x 2 + x + 7 | x* — 2x 3 + 1 

— 2x 7 + 4a: 4 — 2x 2# + 5 

5* 6 + a: 5 + 3* 4 - 7at 3 + a: 2 - a: + 7 
— 5a: 6 + 10a: 3 — 5 

A' 5 + 3x 4 + 3* 3 + a: 2 — x + 2 


Tenemos pues, 

x 5 + 3x 4 + 3x 3 +x 2 -x + 2 

R(x) = 2a: + 5 +- . 

x G — 2x 3 + 1 

Denotamos con R±(x) la fraccion que aparece en la suma anterior. La 
descompondremos en fracciones parciales segun el teorema 2. En primer lu¬ 
gar debemos descomponer el denominador. Para ello necesitariamos obtener 
todas las raices (reales o no) del polinomio, para lo cual no hemos dado 
ningun procedimiento, si bien tales procedimientos, aunque complicados, 
existen. Sin embargo supondremos conocida la descomposicion 

x 6 — 2x s + 1 = (a“ 1 ) 2 {x 2 + x + 1 ) 2 . 

De hecho, esta descomposicion podriamos obtenerla poniendo a 3 — X 
y resolviendo la ecuacion X 2 — 2X +1 = 0, con lo que obtcndriamos 

x 6 — 2x 3 + 1 = X 2 -2X+l = (X-l) 2 = (a: 3 — 1) 2 = [(*- 1 ) {x 2 + x+ l)] 2 . 

Debemos, pues, descomponer 7 ?i(a:) en la forma 

a t a 2 a s x + a 4 a 5 x + a 0 

R 1 (x) =-+-+-+ —-. 

a:—1 (a: —l) 2 a: 2 + a:+1 (x 2 + a:+1) 2 

Nuestras incognitas son a 1} • • •, a e . Expresemos las fracciones con deno¬ 
minador comun: 


^ a^x— 1) (a : 2 + a:+ l) 2 ^ a 2 (* 2 + *+l) 2 

■'*^ ~ (*-l) 2 (x 2 + *+l) 2 + (*— 1) 2 (x 2 + x + 1) 2 4 

(a 3 x + a 4 ) (a — 1) 2 (a: 2 + a: + 1) ( a 5 x + a Q ) (* — l) 2 

( a :— 1 ) 2 ( a 2 + a : + l ) 2 (* — l ) 2 (* 2 + x + l ) 2 
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Haciendo operaciones y agrupando terminos semejantes, 


donde 


«iW 


A x x* 4- A 2 x 4 4- A 3 x 3 + A 4 x 2 +A 5 x 4- A 6 
x 6 — 2x 3 4-1 _ 


Ax — + Ao — ax + a? — Oq + a 4 , A z = a x + 2a 2 — a 4 4- a 3i 

A 4 = ~~ax~l-3a2 — a 3 --2a 5 -ha 6 , A 5 = — a x + 2a 2 4- a 3 — 4- a 5 —- 2a 6 , 

A e = — a x + 02 + a 4 + a 6 . 

Gomparando con la expresion 


Rx(x) = 


vemos que debe cumplirse 


x 5 + 3x 4 4- 3x 3 +x 2 — x + 2 
x 6 -2x 3 +l 


Axx 5 + A 2 x* + A 3 x 3 +A 4 x 2 +A 5 x+A 6 = x 5 + 3x 4 + 3x 3 + x 2 -x + 2. 


Esto es, deben cumplirse las condiciones; 


a x 4- a 3 =1 

a 2 - a 3 + fl 4 =3 

ax + 2 a 2 — a 4 4- a 5 =3 

— Ox + 3 02 — a 3 — 2a s 4- a 6 = 1 

~ a i + 2a z 4- a 3 — a 4 4- a 5 — 2a* = — 1 

— a x + a 2 4- a 4 4- a 6 = 2. 


Si nos tomamos la molestia de resolver este sistema encontramos que 


de donde 


*i(*) 


y 


= a 2 = 04 = a s = a 6 = 1 , a 3 = 0 , 

1 1 , 1 *-l 

-+-h-h-— 

x-1 (*-l ) 2 * 2 +*+l (* 2 + *+l ) 2 


«(*) = 2* + 5 + 


x— 1 


*-l (a:— 1 ) 2 ac 2 +ac+ 1 (x 2 + x+ l) 2 ’ 


EJERCICIO 

Descomponganse algunas fracciones racionales en fracciones parciales, 
usando los teoremas 1 y 2 . 
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16. ECUACIONES DE TERCERO Y CUARTO GRADOS 

CON COEFICIENTES REALES 

No nos es posible exponer aqui con detalle un metodo para obtener todas 
las raices complejas de un polinomio. Nos limitaremos a dar metodos para 
resolver ecuaciones de tercero y cuarto grados con coeficientes reales. 

Ecuaciones de tercer grado con coeficientes reales. Sea 

f(x) = x 3 + bx 2 + cx + d; b, c, d R. 

Es claro que 

\x\ > max (1, | 6 | 4* \c\ + |rf|) — M —) \x 3 \ > \bx 2 + cx + d\. 

Por lo tanto 

x > M =) x 3 + bx 2 4* cx + d > 0 
x < — M —) x 3 4- bx 2 4- cx 4- d < 0. 

En consecuencia todas las raices reales de f(x) estan en [ — M y M). 
Podemos calcularlas usando el teorema de Sturm y el metodo de Horner. 

El numero de raices reales es 1 o 3. Si hay tres raices reales (si la suma 
de las multiplicidades de las raices reales es 3) tendremos ya todas las rai¬ 
ces de f(x). Si hay una sola raiz real a dividiremos f(x) entre x — a obte- 
niendo un cociente de grado 2 cuyas raices, facilmente obtenibles, son las 
otras dos raices de f(x). 

Ecuaciones de cuarto grado con coeficientes reales (metodo de Fe¬ 
rrari) . Sea 

f(x) = x 4 + bx 3 4- cx 2 4- dx 4* e; b,c,d 9 e £R. 

Sea rj una raiz real de y 3 — cy 2 + (bd — 4;e)y—b 2 e + 4ce — d 2 9 es decir, sea 
rj £ R tal que 

rj 3 — cr) 2 + {bd-‘^e)’q — b 2 e + Ace — d 2 = 0 . 

Podemos encontrar r\ con tanta aproximacion como queramos con los 
metodos ya descritos. 

Tenemos entonces 

x 4 + bx 3 = — cx 2 — dx — e 
x 2 4- bx 3 + ib 2 x 2 = -~cx 2 — dx — e 4- \b 2 x 2 
{x 2 + %bx) 2 = (\b 2 ~ c) x 2 —dx —e 
(x 2 + \bx) 2 4* (x 2 4- ibx)i 7 4- = 

= (ib 2 — c)x 2 — dx — e 4- (x 2 + ibx)r) + %r) 2 
(x 2 + %bx + iTj) 2 — (%b 2 — c + r})x 2 +( — d+ibr})x+(—e + ^ri 2 ). (1) 
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Existe la siguiente relacion entre los coeficientes del segundo miembro 
de esta ecuacion (1) : 

( —d+ibr]) 2 — 4(-£6 2 — c + rj) ( — e + $rj 2 ) = 

= d 2 — dbrj + \b 2 rf + b 2 e — \b 2 rj 2 — 4 ce 4- erf 2 4- 4 rje — 77 s 

— — [r) 3 — cr) 2 +(bd—4e)r) — b 2 e + 4ce — d 2 ] 

- 0 . 


Asi que 


(-d+^brj) 2 = 4 (\b--c + r)) (-e + $ v 2 ) 

(2) 

Escojamos dos complejos, A, B , tales que 

A 2 = £b 2 -c + v 

(3) 

B 2 = -<?+^ 2 

(4) 

2AB = 

(5) 


Para ello escojamos primero At y B x tales que 

A 1 2 = $b 2 -c + v 
B x 2 = -e + l v 2 . 

Por la igualdad (2) se cumple 

4(A 1 B 1 ) 2 - (~d+ib v ), 

de donde 

4(A 1 B 1 ) 2 - 

Si 2-4A = —^+^ 9 ; tomamos ^4 = A l9 B = B x . 

Si 2A A = — (— tomamos ^4 — — A 1} B = 

Es claro que en los dos casos, A y B satisfacen (3), (4) y (5). 

El segundo miembro de (1) es entonces igual a (Ax + B ) 2 , y la ecuacion 
(1) se puede escribir 


(x 2 + ibx + ii)) 2 = (.4.x: + .B) 2 . 

Esta ecuacion, equivalente a la ecuacion original, se satisface si y solo 
si se satisface una de las ecuaciones 

x 2 +$bx+ = Ax+B, 

x 2 + ^bx+\ t q ~ —Ax — B. 
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Cap. 10 POLINOMIOS Y TEORfA DE ECUACIONES 


Por lo tanto las raices de x 4 + bx 3 + cx 2 + dx + e son las soluciones de las 
ecuaciones 

x 2j r{^b — A)x J t{^rj — B) =0 
x 2 + {^b +A) x+(^7) +B) = 0. 

[Gualquier solucion de cualquiera de las ecuaciones es raiz de /(*).] 

Ejemplo. 

Sea f(x) = x 4 + 4x 3 + x+ 1. Nuestra ecuacion auxiliar es 

t? 3 -17 = 0. 

Tomamos i) = ^17.Deben cumplirse A 2 = 4+ ^17, B 2 = — l+i^l7 2 , 
2 AB — — 1 + 2^17, que se satisfacen si 

A = \/4+ yT] 

b = 

Obtenemos entonces las ecuaciones 

x 2 + (2- V4 + ylT)x+ (itfTj- V“ 1 +it r 17 i ) = 0 

Ar 2 +(2 + V4+^TT)A:+(i^T7 + V-l+i^T7^ =0 

cuyas soluciones son las raices de /{*). 

EJERCICIOS 

Resuelvanse las siguientes ecuaciones: 

a) x 3 + 3x 2 — 2x — 5 = 0 

b) x 3 -lx-7 = 0 

c) * 4 + 2* 3 —12* 2 -10* + 3 = 0 

d) x 4 — 8a: 3 H-9a: 2 — 8a:— 10 = 0 

e) x 4 — 3x 2 + 6x — 2 = 0. 
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conjuntos y funciones, operaciones y 
propiedades basicas, con el fin de que el 
alumno que llega a la facultad, repase 
estos temas con los que sin duda debe 
estar familiarizado. 

Posteriormente se estudia la combina- 
toria, espacios vectoriales, matrices y 
determinantes, sistemas de ecuaciones 
lineales, el anillo de los numeros ente- 
ros, polinomios, el campo de los numeros 
reales, etc. 


OTRO TfTULO 
DE LA SERIE 

Elementos de analisis numerico 

Peter Henrici 

El autor de esta obra intenta destacar principios 
unificadores y establecer conexiones entre las 
ramas varias de analisis matematico. Logra un 
equilibrio entre el contenido teorico y el practico 
marcando, por primera vez en un texto de esta 
naturaleza, la distincion entre teoremas y algo- 
ritmos, presentando ademas, un considerable 
numero de algoritmos modernos y sus respecti- 
vos teoremas. 

Se presenta tambien, como innovacion en los 
textos de analisis numerico, un intento de tratar 
la teorla de ecuaciones de diferencias con el mis- 
mo rigor y generalidad que el que usualmente se 
encuentra en la teoria de las ecuaciones diferen- 
ciales. 

Se incluye un capitulo sobre polinomios y nume¬ 
ros complejos. La obra reune unos 300 problemas 
de dificultad del calculo y analitica bastante 
variados. Ademas, al final de algunos de los 
capitulos se han enunciado varios problemas de 
investigacion. 

En el ultimo capitulo se hace un analisis de la 
propagacion del error, que es suficientemente 
general para cubrir muchos algoritmos de interes 
practico. 



